
J

＼．

◆乜吣
汐 ＼

’

／D厕孛力飞朋一

函数与数列的“互视”
上海市高境第一中学　 　 ２００４３９　 　 陈　 骏

　 　 【摘　 要】 　 函数与数列都是高中数学教学中的重要内容，通常我们都习惯于从函数的角度来看数列，这样既

自然又有效．在此基础上，笔者又尝试着从数列的角度来看函数，揭示知识之间的联系．
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　 　 函数与数列都是高中数学教学中的重要内容．按
照教材编排，通常是在高一先学习函数，再到高二学

习数列．教科书中也提到“从函数的观点看，数列可以

看成以正整数集（或其子集） 为定义域的函数 ａｎ ＝
ｆ（ｎ）” ［１］ ．这样一来，从函数的角度去看数列显得顺理

成章．的确，在解决某些数列问题时，利用函数的思想、
观点和方法可以达到事半功倍的效果．
１　 从函数角度看数列

例１　 在等差数列｛ａｎ｝ 中，Ｓｎ 是其前ｎ项的和，公
差 ｄ ≠ ０．

（１） 若 ａｍ ＝ ｎ，ａｎ ＝ ｍ（ｍ ≠ ｎ），求 ａｍ＋ｎ；
（２） 若 Ｓｍ ＝ Ｓｎ（ｍ ≠ ｎ），求 Ｓｍ＋ｎ ．
数列解法 　 （１） 由题意得

ａ１ ＋ （ｍ － １）ｄ ＝ ｎ，
ａ１ ＋ （ｎ － １）ｄ ＝ ｍ，{ 解得

ａ１ ＝ ｍ ＋ ｎ － １，
ｄ ＝ － １，{ 所以 ａｍ＋ｎ

＝ ａ１ ＋ （ｍ ＋ ｎ － １）ｄ ＝ ｍ ＋ ｎ － １ － （ｍ ＋ ｎ － １） ＝ ０．

（２） 由 Ｓｍ ＝ Ｓｎ， 得 ａ１ｍ ＋ ｍ（ｍ － １）
２

ｄ ＝ ａ１ｎ ＋

ｎ（ｎ － １）
２

ｄ，整理得 ａ１（ｍ － ｎ） ＝ ｄ
２
（ｎ － ｍ）（ｎ ＋ ｍ －

１），即 ａ１ ＝ － ｄ
２
（ｎ ＋ ｍ － １），所以 Ｓｍ＋ｎ ＝ ａ１（ｍ ＋ ｎ） ＋

（ｍ ＋ ｎ）（ｍ ＋ ｎ － １）
２

ｄ ＝ ａ１（ｍ ＋ ｎ） － ａ１（ｍ ＋ ｎ） ＝ ０．

函数解法 　 （１） 由于等差数列的通项 ａｎ 是关于 ｎ
的一次函数，可看作一条同时过点 Ａ（ｍ，ｎ） 和 Ｂ（ｎ，
ｍ） 的直线（如图 １），由对称性可知该直线的斜率为

－ １，且与 ｘ 轴交于点 Ｃ（ｍ ＋ ｎ，０），即 ａｍ＋ｎ ＝ ０．

（２） 由于 Ｓｎ ＝
ｄ
２
ｎ２ ＋ ａ１ － ｄ

２
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÷ ｎ是关于 ｎ的二次

函数，且常数项为０，令 ｆ（ｘ）＝ ｄ
２
ｘ２ ＋ ａ１ － ｄ

２
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÷ ｘ，由Ｓｍ

＝ Ｓｎ，得 ｆ（ｍ） ＝ ｆ（ｎ），则二次函数关于直线 ｘ ＝ ｍ ＋ ｎ
２

对称（如图 ２），故有 ｆ（ｍ ＋ ｎ） ＝ ｆ（０） ＝ ０，即 Ｓｍ＋ｎ ＝ ０．

图 １　 　 　 　 　 　 　 　 图 ２

　 　 例 ２　 在数列｛ａｎ｝ 中，ａｎ ＝ （ｎ ＋ １）
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｛ａｎ｝ 的最大项．
数列解法 　 作差可得：
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，所以当１ ≤ ｎ ＜ ９ 时，ａｎ＋１ ＞ ａｎ，即 ａ１ ＜

ａ２ ＜ ａ３ ＜ … ＜ ａ９；当 ｎ ＝ ９ 时，ａｎ＋１ ＝ ａｎ，即 ａ１０ ＝ ａ９；
当 ｎ ＞ ９时，ａｎ＋１ ＜ ａｎ，即 ａ１０ ＞ ａ１１ ＞ ａ１２…，所以数列

的最大项为 ａ９ ＝ ａ１０ ＝ １０１０

１１９ ．

函数解法 　 令函数 ｆ（ｘ） ＝ （ｘ ＋ １）
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， 解ｆ ′（ｘ） ＞ ０，得

ｘ ＜ － １

ｌｎ １０
１１

－ １≈９．４９，即 ｆ（ｘ） 在（ － ∞，９．４９） 上单调

递增，在（９．４９， ＋∞）上单调递减，当ｘ≈９．４９时函数取得

极大值，由于在数列中 ｎ∈Ｎ∗，故取临近的正整数 ｎ ＝ ９

或 １０时｛ａｎ｝ 为最大项，实际计算得ａ９ ＝ ａ１０ ＝ １０１０

１１９ ．

　 　 评析 　 利用函数的图象或运算就能解决数列的问

题，毕竟数列本质就是函数．除此之外，利用函数的其它

性质，如单调性、周期性、最值，都可以有效地解决相应

的数列问题．有时甚至能突破常规思路，达到“秒杀” 的

效果，这需要学习者不光熟练掌握函数的各种性质，还
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能在类似的问题情景中灵活变通地应用．

偶有一日，笔者看到当代诗人卞之琳《断章》 中

的一句 “你在桥上看风景， 看风景的人在楼上看

你” ［２］，于是突发奇想：是不是可以互换视角，把“桥
上” 的函数视为“风景” 呢？
２　 从数列角度看函数

例 ３　 设 ｇ（ｘ） 是定义在Ｒ上以 １为周期的函数，
若函数 ｆ（ｘ） ＝ ｘ ＋ ｇ（ｘ） 在区间［３，４］ 上的值域为

［ － ２，５］，则 ｆ（ｘ） 在区间 ［ － １０，１０］ 上的值域为

．
函数解法 　 若 ｘ ∈ ［４，５］，则 ｘ － １ ∈ ［３，４］，

ｆ（ｘ － １） ∈ ［ － ２，５］， 于是 ｆ（ｘ） ＝ ｘ ＋ ｇ（ｘ） ＝ ｘ ＋
ｇ（ｘ － １） ＝ ｘ － １ ＋ ｇ（ｘ － １） ＋ １ ＝ ｆ（ｘ － １） ＋ １ ∈
［ － １，６］，同理可得，若 ｘ ∈ ［ － １０， － ９］，则 ｆ（ｘ） ∈
［ － １５， － ８］，…，若 ｘ ∈ ［９，１０］，则 ｆ（ｘ） ∈ ４，１１[ ] ，
所以 ｆ（ｘ） 的值域为［ － １５， － ８］ ∪ … ∪ ［ － １，６］ ∪
… ∪ ［４，１１］ ＝ ［ － １５，１１］ ．

数列解法 　 由于 ｇ（ｘ） 是以 １ 为周期的函数，即
ｇ（ｘ ＋ １） ＝ ｇ（ｘ），不妨看作数列｛ｇｎ｝ 满足 ｇｎ＋１ ＝ ｇｎ，显
然是一个常数列（实际上函数 ｇ（ｘ） 的值域是一个固

定的区间），不妨设 ｇｎ ＝ ｔ．再把函数 ｆ（ｘ） 看作数列

｛ ｆｎ｝，则 ｆｎ ＝ ｎ ＋ ｔ，显然是一个公差为１的等差数列，故
函数 ｆ（ｘ） 在区间 ４，５[ ] 上的值域比在区间 ３，４[ ] 上

的值域 － ２，５[ ] 整体增加 １ 个公差，为 － １，６[ ] ，在区

间 ５，６[ ] 上的值域增加 ２ 个公差为 ０，７[ ] ，……，同理

在区间 ９，１０[ ] 上的值域增加 ６ 个公差，为 ４，１１[ ] ，而
在区间 － １０， － ９[ ] 上的值域则减少 １３ 个公差，为

－ １５， － ８[ ] ．综合以上，ｆ（ｘ） 在区间 － １０，１０[ ] 上的

值域为 － １５，１１[ ] ．
例 ４　 已知定义在［０， ＋ ∞） 上的函数 ｆ（ｘ） 满足

ｆ（ｘ） ＝ ３ｆ（ｘ ＋ ２） ．当 ｘ ∈ ［０，２） 时，ｆ（ｘ） ＝ － ｘ２ ＋ ２ｘ．设
ｆ（ｘ） 在［２ｎ － ２，２ｎ） 上的最大值为 ａｎ（ｎ∈ Ｎ∗），且数

列｛ａｎ｝ 的前 ｎ 项和为 Ｓｎ，则ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｓｎ ＝ ．
函数解法 　 可知 ａ１ ＝ ｆ（１） ＝ １，当 ｘ∈［２，４） 时，

求得解析式为 ｆ（ｘ） ＝ １
３
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数列解法 　 由 ｆ（ｘ） ＝ ３ｆ（ｘ ＋ ２），得 ｆ（ｘ ＋ ２）
ｆ（ｘ）
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（ ｆ（ｘ） ＝ ０除外），可把函数 ｆ（ｘ） 看作公比为
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比数列群，每一项的“宽度” 为２，区间［０，２） 上对应的

所有函数值皆为首项，区间［２，４） 上对应的所有函数

值皆为第二项，……，区间［２ｎ － ２，２ｎ） 上对应的所有

函数值皆为第 ｎ项．由于 ａ１ ＝ １，则 ａ２ ＝ ａ１·
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评析 　 用数列的思想反过来解决函数问题时，略
显“简单粗暴” ．本质上是把原来较复杂的函数简化成

了另一个函数，将不是必须的条件剔除掉，抓住主要

的关系即可， 而表达式只是一个表达的形式而已，
ｆ（ｎ） 即 ａｎ，ａｎ 即 ｆ（ｎ） ．因为数列模型本身就比函数模

型简单，非等差即等比，前后关系就在项与项之间，所
以简化之后计算难度也会随之降低．
３　 结束语

笔者从最初有这个“逆向观察” 的想法到发现可

应用的例题，着实有点小惊喜，但是深入探究后发现

这种逆向处理存在一定的局限性．一是可被套用的数

列模型较少，高中阶段相对熟练的也就只有等差数列

和等比数列两种；二是对于解析式已经明确的函数，
“粗犷” 的数列显得无计可施，反倒是抽象函数更便

于转化；三是这种方法并不适用于解答题，因为它更

像是一种特殊法，仅在填空题和选择题中体现其作用．
新课程标准里对当下数学教育提出了要求：会用

数学的眼光观察世界，会用数学的思维分析世界，会
用数学的语言表达世界．“逆向观察” 是一个挺有意思

的想法，由此“逆向思考” 和“逆向处理” 紧随其后，既
能深刻感受知识之间的联系，又能得到出乎意料的结

果，倒也不失为一种创新意识．
谁是风景？ 谁又是看风景的人？ 谁在桥上？ 谁

又在楼上？ 桥上的人或许也能看到远处楼台的窗前

有个人影 …… 函数与数列本就“代数一家亲”，若是

换位去思考，都会成为彼此眼中的“美好” ．

参考文献

［１］ 　 上海市中小学（幼儿园）课程改革委员会．高级中学课

本数学高中二年级第一学期［Ｍ］ ． 上海：上海教育出

版社，２００７：６．
［２］ 　 卞之琳． 鱼目集［Ｍ］ ． 北京：人民文学出版社，２００１．１：０８．

作者简介　 陈骏（１９８２—），男，中学一级教师，上海市高

境第一中学数学教研组组长，宝山区教学能手；主要研究高

中数学教学与高考、ＨＰＭ 教学案例、数学建模教学案例．

２４

　 ＺＨＯＮＧＸＵＥＳＨＵＸＵＥＺＡＺＨＩ　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 中学数学杂志　 ２０２２ 年第 １ 期

万方数据


