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  摘  要 ：以一道高考变式题为例 ，说明含指对混合式的不等式恒成立问题的常见解题思路和方向 ，包括 ：

含参分类讨论法及优化 、指对混合式进行同构或凹凸转化后再处理 、利用切线放缩等 ．此外 ，同构可以有多种

方式 ，切线放缩也需注意变量范围的变化 ．
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  邯郸市 ２０２２届高三质检考试的压轴导数题 ，是

一道指对混合的不等式恒成立问题 ．题目如下 ：

已知函数 f （x ） ＝ aex －１

－ x ．

（１）讨论函数 f （x ）的单调性 ；

（２）若 f （x ） ＋ x － １ ≥ ln x － ln a恒成立 ，求实

数 a的取值范围 ．

可以看出 ，此题第（２）题与 ２０２０年山东高考试

卷的第 ２１题基本相同 ．此题可从不同角度解决 ，有

多种思路和方法 ，略去第（１）问 ，现将第（２）问的５种

思路整理分析如下 ．

1  含参分类讨论
方法 １  令 g（x ） ＝ aex －１

－ ln x ＋ ln a － １ ，则

g′（x ） ＝ aex －１

－
１

x ，由于 y１ ＝ aex －１ 为增函数 ，y２ ＝

１

x 为减函数 ，故 g′（x ）在（０ ，＋ ∞ ）上是增函数 ．

当 a ＞ １时 ，g′ １

a ＝ a e １

a －１
－ １ ＜ ０ ，g′（１） ＝

a － １ ＞ ０ ，存在 x ０ ∈
１

a ，１ 使得 g′（x ０ ） ＝ ０（此处

用极限解决极值点存在问题可以适当降低难度） ，且

当 x ∈ （０ ，x ０ ）时 ，g′（x ） ＜ ０ ；当 x ∈ （x ０ ，＋ ∞ ）

时 ，g′（x ） ＞ ０ ．因此 ，g（x ）min ＝ g（x ０ ） ＝ aex ０ －１ －

ln x ０ ＋ ln a － １（ * ） ．由 g′（x ０ ） ＝ aex ０ －１ －
１

x ０

＝ ０可

得 aex ０ －１ ＝
１

x ０

，即 ln a ＝ １ － x ０ － ln x ０ ，代入（ * ）式 ，

得 g（x ０ ） ＝
１

x ０

－ x ０ － ２ln x ０ ．令 h（t） ＝ １

t － t －

  （１）略 ；（２）设 a ，b 为两个不相等的正数 ，且

bln a － aln b ＝ a － b ，证明 ：２ ＜
１

a ＋
１

b ＜ e ．
解析  （２）先证 ２ ＜

１

a ＋
１

b ，依题意
ln a ＋ １

a ＝

ln b ＋ １

b ．令 x １ ＝
１

a ，x ２ ＝
１

b ，则 f （x １ ） ＝ f （x ２ ） ，又

f （e） ＝ ０ ，所以 ０ ＜ x １ ＜ １ ＜ x ２ ＜ e ．设 g（x ） ＝

f （x ） － f （２ － x ） ，g（x ） 在 （０ ，１） 上递增 ，所以

g（x １ ） ＜ g（１） ＝ ０ ，即 f （x １ ） － f （２ － x １ ） ＜ ０ ，得

f （x ２ ） ＜ f （２ － x １ ） ，所以 ２ ＜ x １ ＋ x ２ ，２ ＜
１

a ＋
１

b
得证 ．

点评  此类构造主要有两种类型 ：① 若比较

x １ ＋ x ２ 与 ２ x ０ 的关系 ，则构造 g（x ） ＝ f （x ） －

f （２ x ０ － x ） ；② 若比较 x １ x ２ 与 x ２
０ 的关系 ，则构造

g（x ） ＝ f （x ） － f x ２
０

x ．

3 ．2  齐次化构造函数

解析  （２）再证
１

a ＋
１

b ＜ e ．设x２

x１

＝ t ＞ １ ，则 x２ ＝

tx １ ，由 x １ （１ － ln x １ ） ＝ x ２ （１ － ln x ２ ）得 x １ ＝ e１ －
tln t
t－１
，

x ２ ＝ te１ －
tln t
t－１

．设 g（x ） ＝ ln x
x － １

（x ＞ １） ，t ＞ １时 ，g（t ＋

１） ＜ g（t） ，即e－ tln t
t－１

＋ te－ tln t
t－１

＜ １ ，即e１ － tln t
t－１

＋ te１ － tln t
t－１

＜ e ，得证 ．

点评  这类构造将多元变量利用齐次式变成

单一变量 ，再构造函数进行解决 ，可以减少多变量带

来的麻烦 ．

4  结语
新高考背景下函数的运用依然广泛 ，对于构造

函数 ，需要打破原题中的思维束缚 ，灵活地运用构造

法 ，找准最能反映考题结构特点的函数 ，以便使问题

得到快速的解决 ．这就要求学生在平时的学习中要

善于积累 ，大胆尝试 ，将“构造”摆心间 ，这样面对复

杂的压轴题时才能做到“不畏浮云遮望眼” ．

·８７·               中学数学月刊             ２０２２年第 ７期



２ln t ，t ∈ １

a ，１ ，a ∈ （１ ，＋ ∞ ） ，因为 y３ ＝
１

t 为减

函数 ，y４ ＝ t ＋ ２ln t为增函数 ，所以 h（t）在 １

a ，１ 上

是减函数 ，故 h（t） ＞ h（１） ＝ ０ ．从而 g（x ）min ＝

g（x ０ ） ＞ ０ ，故 a ＞ １符合题意 ．

当 a ＝ １ 时 ，g（x ） ≥ g（１） ＝ ０ ，故 a ＝ １ 符合

题意 ．

当 ０ ＜ a ＜ １时 ，g（１） ＝ a － １ ＋ ln a ＜ ０ ，故０ ＜

a ＜ １不符合题意 ．

综上所述 ，a的取值范围是[１ ，＋ ∞ ） ．

方法 ２（必要性探路 ＋ 换主元）  令 g（１） ＝ a －

１ ＋ ln a ≥ ０ ，得 a ≥ １ ．令 t（a）＝ aex －１

＋ ln a － ln x －

１ ，因为 ex －１

＞ ０ ，所以 t（a）为[１ ，＋ ∞ ）上的增函数 ，

故只须证明 a ＝ １时 ，g（x ） ＝ ex －１

－ ln x － １ ≥ ０ ．因

为 ex －１
≥ x ，ln x ≤ x － １ ，所以 g（x ） ≥ ０ ．

上述思路是处理不等式恒成立问题的常见思

路 ，但由于指对数同时出现 ，使得构造的含参函数最

值经常会出现隐零点的问题 ，计算量和思维量都

较大 ．

2  同构法
方法 ３（和型同构 １）  由于 aex －１

－ １ ≥ ln x －

ln a恒成立 ，即 eln a ex －１

≥ ln x － ln a ＋ １ ，所以

ex ＋ ln a－１
＋ x ＋ ln a － １ ≥ eln x

＋ ln x ．因为 y ＝ et ＋ t为
增函数 ，所以 x ＋ ln a － １ ≥ ln x 恒成立 ．

或 ex ＋ ln a －１
＋ ln ex ＋ ln a －１

≥ x ＋ ln x ，利用 y ＝

ln t ＋ t的单调性 ，转化为 ex ＋ ln a－１
≥ x恒成立 ，即 x ＋

ln a － １ － ln x ≥ ０ ，由常见不等式 x － １ ≥ ln x易得
a的范围 ．

方法 ４（和型同构 ２）  原不等式变形为 aex －１

＋

x － １ ≥ ln x ＋ x － ln a ，即设定目标函数是单调增

函数 y ＝ aet ＋ t ，再将右边变形 ，得 aex －１

＋ x － １ ≥

ln x
a ＋ aeln x

a
，所以 x － １ ≥ ln x

a ，以下同方法 ３ ．

方法５（积型同构１）  由 aex －１

－ １ ≥ ln x － ln a

恒成立 ，得 ex －１

≥
１

a ln
x
a ＋ １ ．因为 x ＞ ０ ，所以

 图 １

x ex －１

≥
x
a ln

x
a ＋ １ ＝

ln x
a ＋ １ eln x

a ＋ １ －１
．对于函

数 y ＝ te t －１ ，因为 y′ ＝ （t ＋
１）et －１ ， 所 以 该 函 数 在

（－ ∞ ，－ １）上单调递减 ，在（ － １ ，＋ ∞ ）上单调递

增 ，且当 t ＞ ０时 ，y ＞ ０ ，当 t ＜ ０时 ，y ＜ ０（图 １） ．

已知 x ＞ ０ ，a ＞ ０ ，当 ln x
a ＋ １ ≤ ０ 时 ，

x
a ln

x
a ＋ １ ＝ ln x

a ＋ １ eln x
a ＋ １ －１

＜ ０ ＜ x ex －１ 成

立 ；当 ln x
a ＋ １ ＞ ０时 ，利用函数 y ＝ tet －１在（０ ，＋ ∞ ）

上单调递增 ，可得 x ≥ ln x
a ＋ １ ．总之 ，x ≥ ln x

a ＋ １

恒成立 ，即 x － １ － ln x ＋ ln a ≥ ０ ，下同方法 ３ ．

方法 ６（积型同构 ２）  原不等式变形为
aex
e ≥

ln exa ，因为 x ＞ ０ ，所以不等式变形为
ex
a ·

aex
e ≥

ex
a ln
ex
a ，即 ex ln ex ≥

ex
a ln
ex
a ．接下来借助函数 y ＝

tln t的单调性和函数值的正负 ，分类讨论 ，类似方法５ ，

同样可以化简得到 ex ≥
ex
a ，故 a ≥

x
ex －１ 恒成立 ，易

得 a ≥ １ ．

上述思路需要学生能够从指对数同时出现的式

子中 ，观察并构造出同构 ，即同为和型或积型 ．这种

思路对学生处理代数式的变形能力要求比较高 ．

3  反函数法

方法 ７  原不等式变形为
aex
e ≥ ln exa ，令 y１ ＝

aex
e ，y２ ＝ ln exa ，则两个函数互为反函数 ，所以不等

式恒成立 ，等价于 y１ ＝
aex
e 的图象在 y２ ＝ ln exa 上

方 ，只需 y１ ＝
aex
e 图象在 y ＝ x上方 ，故

aex
e ≥ x恒成

立 ，即 a ≥
x
ex －１ ，下同方法 ６ ．

4  放缩法
方法 ８（放缩法 １）  因为 x ＞ ０ ，a ＞ ０ ，所以

ex ≥ x ＋ １ ，ex －１

≥ x ，故 aex －１

≥ ax （当 x ＝ １时取等

号） ．又因为 ln x ≤ x － １（当 x ＝ １时取等号） ，所以

aex －１

－ ln x ＋ ln a － １ ≥ ax － x ＋ １ ＋ ln a － １ ＝ （a －

１）x ＋ ln a ．

① a ＝ １时 ，ex －１

－ ln x － １ ≥ x － x ＋ １ ＋ ln １ －

１ ＝ ０ ，此时不等式恒成立 ；

② a ＞ １时 ，aex －１

－ ln x ＋ ln a － １ ≥ （a － １）x ＋

ln a ，因为 x ＞ ０ ，a ＞ １ ，所以（a － １）x ＋ ln a ＞ ０ ，即

不等式恒成立 ；

③ ０ ＜ a ＜ １时 ，由上几种方法可知 ，x ＝ １时不
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等式不成立 ．

所以 ，a ≥ １ ．

方法９（放缩法２） 将 aex －１

－ ln x ＋ ln a － １ ≥

０变为 ex ＋ ln a －１
－ ln x ＋ ln a － １ ≥ ０ ．因为 ex ＋ ln a －１

≥

x ＋ ln a（当 x ＋ ln a ＝ １时取等号） ，ln x － ln a ＋ １ ≤

x － ln a（当 x ＝ １时取等号） ，所以 ex ＋ ln a －１
－ ln x ＋

ln a － １ ≥ x ＋ ln a － （x － ln a） ＝ ２ln a ．令 ２ln a ≥

０ ，得 a ≥ １ ．以下同方法 ８的 ③ ．

采用指数和对数式同时放缩是非常大胆的尝

试 ，也有可能放缩过度 ．可以鼓励学生只对指数或对

数放缩 ．另外 ，放缩后参数范围是否保持不变 ，如

aex －１

－ ln x ＋ ln a － １ ≥ ０恒成立与 ax － ln x ＋

ln a － １ ≥ ０恒成立 ，理论上是否等价 ？不等价又如

何处理 ？可进一步思考 ．

5  凹凸转换法
方法 １０（凹凸转化 １ ——— 商型 ）  由题意知

aex －１

－ １ ≥ ln x － ln a ，因为 x ＞ ０ ，a ＞ ０ ，所以原不

等式等价于
aex －１

x ≥
ln x － ln a ＋ １

x ．令 g（x ） ＝

aex －１

x ，则 g′（x ） ＝ aex －１
（x － １）

x ２ ，故 g（x ）在（０ ，１）上

单调递减 ，在（１ ，＋ ∞ ）上单调递增 ，从而 g（x ） ≥

g（１） ＝ a ．令 h（x ） ＝
ln x － ln a ＋ １

x ，则 h′（x ） ＝

ln a － ln x
x ２ ，故 h（x ）在 （０ ，a）上单调递增 ，在 （a ，

＋ ∞ ）上单调递减 ，故 h（x ） ≤ h（a） ＝
１

a ．

① 令 g（x ）min ≥ h（x ）max ，即 a ≥
１

a ，故 a ≥

１（此范围可能偏小） ；

② 当０ ＜ a ＜ １时 ，易知不等式对 x ＝ １不成立 ．

所以 ，a ≥ １ ．

方法１１（凹凸转化２ ——— 差型）  本题作为改编

题 ，第（１）题中研究函数 f （x ） ＝ aex －１

－ x ，f′（x ） ＝
aex －１

－ １ ．当 a ＞ ０时 ，f （x ）在（－ ∞ ，１ － ln a）上单
调递减 ，在（１ － ln a ，＋ ∞ ）上单调递增 ，故 f （x ） ≥

f （１ － ln a） ＝ ln a ．要证 f （x ） ＋ x － １ ≥ ln x － ln a
在（０ ，＋ ∞ ）上恒成立（a ＞ ０） ，即 f （x ） ≥ ln x － x ＋

１ － ln a ．令 g（x ） ＝ ln x － x ＋ １ － ln a ，则 g′（x ） ＝
１

x － １ ＝
１ － x
x ，故 g（x ）在（０ ，１）上单调递增 ，在（１ ，

＋ ∞ ）上单调递减 ，从而 g（x ） ≥ g（１） ＝ － ln a ．

① 令 ln a ≥ － ln a ，则由 f （x ）min ≥ g（x ）max ，故

a ≥ １（此范围可能偏小） ；

② 当 ０ ＜ a ＜ １时 ，令 x ＝ １ ，则左 ＝ f （１） ＋ １ －

１ ＝ a － １ ＜ ０ ，右 ＝ ln １ － ln a ＞ ０ ，即不等式不成立 ．

所以 ，a ≥ １ ．

这一思路中的凹凸转化方法 ，一方面需要学生

熟悉常见函数 y ＝
ln x
x 与 y ＝

ex
x 的图象以及 y ＝

ln x － x与 y ＝ ex － x的图象 ；另一方面 ，在恒成立问

题中使用凹凸转化时 ，求出 a的范围偏小 ，要得到正

确的 a的取值范围 ，需要进一步分析 ．

6  结语
本题为指 、对混合的不等式恒成立问题 ，解题思

路非常广泛 ，用所有处理指对混合式的方法基本都

可以解决 ，可见此题非常经典 ，擅长各种方法的学生

都可以上手一试 ．
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