
回归 · 拓广 · 升华
———以一道解三角形试题的分析历程为例 *

王  耀  （江苏省苏州第一中学  ２１５００６）

  摘  要 ：解三角形是数学高考中重点考查内容之一 ，正弦定理和余弦定理是解决有关三角形问题的两个

重要定理 ．本节课以一道习题的分析为素材 ，通过知识梳理 、教材溯源 、问题解决等教学活动 ，让学生通过自

主探索 、合作交流 、拓广探究等方式 ，丰富对正余弦定理的整体认识 ，在学习过程中感受到学习的快乐 ．因此 ，

教师在备课复习时 ，应善于引导学生关注碎片 、零散知识背后的结构 、联系和规律 ，注重问题解决过程中的思

维经验的积累 ，追求知识能力的应用和迁移 ．
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  笔者在近期的高三一轮复习中 ，发现一道解

三角形选择题的准确率不高 ，于是以此为契机 ，精

心构思 ，通过师生合作将一些相关知识点完美串

联起来 ，具体讲评历程整理如下 ．

1  问题呈现
已知非等腰 △ A BC 的内角分别是 A ，B ，C ，

其外接圆 O的半径 R为 １ ，延长角 A 的平分线交

圆 O于点 A １ ，则
sin B ＋ sin C

A A １ cos A
２

＝ （  ） ．

A ．
１

２
   B ．１    C ．

３

２
   D ．２

2  知识梳理
目前江苏省使用的新教材（人教 A 版 、苏教

版）中 ，对正弦定理都利用向量这一工具进行证

明 ．证法区别在于 ：人教版新教材利用过点 A 作
单位向量 j 使得 j ⊥ AC →，利用 j · A B →＝ j ·

（AC →＋ CB →）后 ，化简得证 ；苏教版新教材是利用

边 BC上的高 A D ，通过 A D →⊥ BC →，即利用 A D →·

（BA →＋ AC →） ＝ ０获证 ．

两部教材中的正弦定理都没有体现与外接圆

半径的关系 ，只有
a
sin A ＝

b
sin B ＝

c
sin C ．然而在

教材习题中 ，都不约而同地出现了对
a
sin A ＝

b
sin B ＝

c
sin C ＝ ２R（R为 △ ABC的外接圆半径）

的拓广探究 ：

教材溯源 1  （人教版教材第 ５４ 页“综合运

用”第 １７题）证明 ：设 △ ABC的外接圆的半径是
R ，则 a ＝ ２Rsin A ，b ＝ ２Rsin B ，c ＝ ２Rsin C ．

教材溯源 2  （苏教版教材第 ９６页“探究 ·拓

展” 第 １０ 题 ） 在 Rt △ ABC 中 ，斜边 c 等于

Rt △ ABC 的外接圆的直径 ２R ，故有
a
sin A ＝

b
sin B ＝

c
sin C ＝ ２R ，这一关系对任意三角形也成

立吗 ？探索并证明你的结论 ．（教材给出了三角形

的外接圆图形 ，并利用数学软件展示计算结果 ．）

简证  （１）当 △ ABC是锐角三角形时 ，外接

圆 O半径为 R ，如图 １ ，连结 BO并延长 ，交外接圆

于点 A １ ，连结 A １ C ，则圆周角 ∠ A １ ＝ ∠ A ．

图 １           图 ２

因为 A １ B为外接圆的直径 ，长度为 ２R ，所以

∠ A １ CB ＝ ９０° ，则 sin A １ ＝
BC
A １ B ＝

a
２R ，即 a ＝

２Rsin A １ ＝ ２Rsin A ．同理 ，b ＝ ２Rsin B ，c ＝

２Rsin C ．
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（２）如图 ２ ，当 △ A BC是钝角三角形时 ，不妨

设角 A 为钝角 ，外接圆 O半径为 R ，连结 BO并延
长 ，交外接圆于点 A １ ，连结 A １ C ，所以 ∠ A １ CB ＝

９０° ，圆周角 ∠ BA １ C ＝ １８０° － ∠ BAC ．则
a
２R ＝

sin ∠ BA１ C ＝ sin（１８０° － A）＝ sin A ，即 a ＝ ２Rsin A ．

类似可证 b ＝ ２Rsin B ，c ＝ ２Rsin C ．综上得证正

弦定理的推广形式 ．

3  问题解决
在批阅这道题时 ，笔者发现得分率相对较低 ，

询问后得知即使答对的学生 ，也有部分是通过对

三角形特殊化后“猜对”的答案 ．因此 ，在讲解前 ，

笔者特地回顾教材 ，对正弦定理的来龙去脉进行

回顾（知识梳理部分） ．这样处理后 ，许多学生再面

对这道题时 ，得到以下解法 ：

 图 ３

解法 1  设 ∠ BAC ＝

２θ ，如图 ３ ，由题意可得

∠ A A １ C ＝ B ，∠ A １ CB ＝

１

２
∠ BAC ＝ θ ．

在 △ ACA１ 中 ，由正弦定

理知
A A １

sin C ＋
１

２
∠ BAC

＝

A A １

sin（C ＋ θ）
＝

AC
sin ∠ A A １ C ＝

AC
sin B ＝ ２R ＝ ２ ，可得

A A １ ＝ ２sin C ＋
１

２
∠ BAC ＝ ２sin（C ＋ θ） ，即

AA１ ·cos θ ＝ ２sin（C ＋ θ）·cos θ ＝ ２sin C·cos２ θ ＋
２cos C · sin θ· cos θ ＝ sin C（１ ＋ cos ２θ）＋ cos C·

sin ２θ ＝ sin C ＋ sin（C ＋ ２θ） ＝ sin C ＋ sin（C ＋

∠ BAC） ＝ sin C ＋ sin B ，所以
sin B ＋ sin C

A A １ cos A
２

＝ １ ，

故选 B ．

解法 １中 ，通过初等几何知识（圆周角相等）

以及正弦定理的拓广结论进行求解 ，让解题思维

不只是“冰冷的美丽” ，能否继续展开“火热的思

考” ，也是值得探究的问题 ．除了采用“化角” 的转

化策略 ，笔者也尝试进行“化边” 转化 ，进而引导

学生进行思考 ，将解法 ２的教学片段整理如下 ．

师 ：在解三角形中 ，由三角形的角平分线能想

到什么性质或结论 ？

生１ ：角平分线定理 ，设 A A １ 与 BC交于点D ，

 图 ４

∠ BAC ＝ ２θ ，则可知
A B
AC ＝

BD
DC ＝

c
b （图 ４） ．

师 ：非常好 ，这时得到

BD ＝
ac

b ＋ c ，DC ＝
ab

b ＋ c ．现

在 △ ABC的外接圆中 ，BD
和DC都可以用边长来表示 ，要想表示 A A １ 的话 ，

这几条线段的长度之间有什么联系吗 ？请回忆初

中的平面几何知识 ．

生 ２ ：相交弦定理 ，也就是利用 △ A １ BD ∽

△ CA D 可知 BD · DC ＝ A D · DA １ ．

师 ：生 ２讲得很全面 ，问题转化为求出角平分

线 A D 的长度 ，怎么求解呢 ？

生 ３ ：利用面积法 ，由
１

２
c · A D · sin θ ＋

１

２
b ·

A D · sin θ ＝
１

２
bcsin ２θ ，得 A D ＝

２bccos θ
b ＋ c ．

师 ：上面对三角形中内角平分线的定性分析 、

定量计算 ，复习了经典的结论 ，现在请大家将上面

的信息综合起来 ，推导一下线段 A A １ 的长度表

达式 ．

生 ４ ：由圆幂定理中的相交弦定理化简得到

DA １ ＝
a２

２（b ＋ c）cos θ ，则 A A １ ＝ A D ＋ DA １ ＝

４bccos２ θ ＋ a２
２（b ＋ c）cos θ ＝

２bc（１ ＋ cos ２θ） ＋ a２

２（b ＋ c）cos θ ＝

２bc ＋ a２ ＋ （b２ ＋ c２ － a２ ）
２（b ＋ c）cos θ ＝

b ＋ c
２cos θ ，即２AA１cos A

２
＝

b ＋ c ＝ ２R（sin B ＋ sin C） ，得sin B ＋ sin C
AA１cos A

２

＝ R ＝ １ ．

评注  （１）这个解法中 ，综合运用了多个定

理 ，如角平分线定理 、相交弦定理 、余弦定理 、角平

分线长公式等 ，其中 ，与角平分线相关的公式 、定

理都是命题中的热点 ，本文下面会举例说明 ．

（２） 由 上 可 知 ：A D２
＝

４b２ c２ cos２ A
２

（b ＋ c）２ ＝

２c２ b２ （１ ＋ cos A ）

（b ＋ c）２ ＝
bc[（b ＋ c）２ － a２

]

（b ＋ c）２ ＝ bc －

a２ bc
（b ＋ c）２ ＝ bc －

ab
b ＋ c ·

ac
b ＋ c ，即 A D２

＝ AB ·

AC － BD · DC ，这是角平分线长的一种表达
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形式 ．

或由 A D２
＝

bc（b ＋ c ＋ a）（b ＋ c － a）
（b ＋ c）２ ＝

bc · ２ p （２ p － ２a）
（b ＋ c）２ ＝

４bc · p （p － a）
（b ＋ c）２ ，得到 A D ＝

２

b ＋ c bcp （p － a） ，其中 p ＝
a ＋ b ＋ c

２
；同理 ，角

B ，C的角平分线长分别为 tb ＝ ２

a ＋ c acp（p － b） ，

tc ＝ ２

a ＋ b abp（p － c） ，这也是角平分线长的一

种形式 ，与人教版新教材中第 ５３ ～ ５４ 页拓广探

索部分中的海伦公式 、三角形的中线公式 、三角形

的三条边上的高线公式形成了完美的补充 ．

解法 １和 ２中 ，得到的 b ＋ c ＝ ２A A １ cos A
２
这

一结论 ，引起了学生的兴趣 ，纷纷感叹原来此题暗

藏玄机啊 ．未曾料到 ，有一位学生就用初等几何的

知识 ，很快证明了这个结论 ，解法 ３分享如下 ：

 图 ５

生 ５ ：如图 ５ ，过点 A １

分别作 A １ D ⊥ AB ，A １ E ⊥

AC ，垂足为点 D ，E ，则

A A １ cos A
２

＝ A D ＝ A E ．

由 AA１平分 ∠ BAC可知
A １ D ＝ A １ E ，A １ B ＝ A １ C ，

有 A １ B ＝ A １ C ， 所 以

Rt △ A １ BD ≌ Rt △ A １ CE ，有 BD ＝ CE ．则 AB ＋

AC ＝ （A D ＋ BD） ＋ （A E － CE） ＝ A D ＋ A E ＝

２A A １ cos A
２

，即 b ＋ c ＝ ２A A １ cos A
２

．

多么简洁的方法 ，的确让大家眼前一亮 ，笔者

和学生一起感受这道题蕴涵的数学之美 ，也有学

生提出能不能利用余弦定理来证明这个结论 ？结

合前面的解法 ，师生讨论后发现这个方向是可

行的 ．

 图 ６

解法 4  如图 ６ ，设

∠ BAC ＝ A ＝ ２θ ， 则

∠ BA A １ ＝ ∠ CA A １ ＝

∠ BCA １ ＝ ∠ CBA １ ＝ θ ，可

设 A １ B ＝ A １ C ＝ x ．

因为 x cos θ ＝
a
２

，得到

x ＝
a

２cos θ ；由余弦定理可

知 ：A A ２
１ ＋ c２ － x ２

＝ ２c · A A １ · cos θ ，即（A A １ －

ccos θ）２ ＝ x ２
－ c２ ＋ c２ cos２ θ ＝ a２

４cos２ θ
－ c２ sin２ θ ＝

a２ － ４c２ sin２ θcos２ θ

４cos２ θ
＝

a２ － c２ sin２ A
４cos２ θ

，因为 asin C ＝

csin A ，所以 a２
－ c２ sin２ A ＝ a２ － a２ sin２ C ＝

a２ cos２ C ，则 （A A １ － ccos θ）
２
＝

a２ cos２ C
４cos２ θ

，解得

A A １ ＝ ccos θ ＋
acos C
２cos θ ＝

２ccos２ θ ＋ acos C
２cos θ ＝

c ＋ （ccos A ＋ acos C）
２cos θ ，由射影定理 b ＝ ccos A ＋

acos C可知 A A １ ＝
c ＋ b
２cos θ ．

真是条条大路通罗马啊 ，一道小题竟然可以

有几种方法去研究它 ，不知不觉地就过了一节课 ．

课后 ，笔者也意犹未尽 ，继续思考 ，得到如下更为

简洁的解法 ：

解法 5  设 ∠ BAC ＝ ２θ ，则 ∠ BA A １ ＝

∠ CA A １ ＝ ∠ BCA １ ＝ ∠ CBA １ ＝ θ ，可设 A １ B ＝

A １ C ＝ x ．在 △ A A １ B和 △ A A １ C中 ，由余弦定理

可得 ：
A A ２

１ ＋ c２ － x ２
＝ ２c · A A １ · cos θ ，

A A ２
１ ＋ b２ － x ２

＝ ２b · A A １ · cos θ ，
两式

相减得 ２A A １ cos θ ＝
b２ － c２
b － c ＝ b ＋ c ．

4  拓展运用
为了巩固上文中的一些解题策略 ，笔者选取

了几道习题供学生进行练习 ，升华思维 ．

 图 ７

例 1  （２０１８ · 江苏

卷 １３）在 △ A BC 中 ，角

A ，B ，C所对应的边分别
为 a ，b ，c ，∠ A BC ＝ １２０° ，

∠ A BC 的平分线交 AC
于点 D ，且 BD ＝ １ ，则 ４a ＋ c的最小值为    ．

解析  因为 S △ A BC ＝
１

２
acsin １２０°＝ ３

４
ac ；又

S △ A BC ＝ S △ A BD ＋ S △ BCD ＝
１

２
（a ＋ c）sin ６０° ＝

３

４
（a ＋ c） ，所以 ac ＝ a ＋ c ．那么 ，a ＝ c

c － １
，４a ＋

c ＝ ４c
c － １

＋ c ＝ ４

c － １
＋ （c － １） ＋ ５ ≥ ９ ，当且仅当

c ＝ ３时取等号 ．

例 2  在 △ ABC中 ，A B →· AC →＝ ３ ， | BC →| ＝
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 图 ８

２ ６ ，其中 D ，E 均为边
BC 上的点 ，分别满足

BD →＝ DC →，
A E →· AC →

| A C →|
＝

A E →· A B →

| A B →|
，则 | A E →|的取

值范围是    ．

解析  由题知点 D 是 BC 中点 ，则 A B →·

AC →＝
（A B →＋ AC →）

２
－ （A B →－ AC →）

２

４
＝ | A D →| ２ －

| BC →| ２
４

，得 | A D →| ＝ ３ ．

设 AB ＝ c ，AC ＝ b ，BC ＝ a ，则由 | AB →＋ AC →|２ ＋
| A B →－ AC →| ２ ＝ ２（ | A B →| ２ ＋ | A C →| ２ ） ，可知

４ | A D →| ２ ＋ | BC →| ２ ＝ ２（b２ ＋ c２ ） ＝ ６０ ，即 b２ ＋

c２ ＝ ３０ ．

在 △ A BC中 ，由
A E →· AC →

| A C →|
＝

A E →· AB →

| A B →|
可知

A E 平分角 A ，则由解法 ２ 可知 | A E →| ２ ＝

２b２ c２ ＋ bc（b２ ＋ c２ － a２ ）
（b ＋ c）２ ＝

bc（６ ＋ ２bc）
３０ ＋ ２bc ＝

bc（bc ＋ ３）

bc ＋ １５
．

因为 b２ ＋ c２ ≥ ２bc ，则 bc ≤ １５ ．又因为 b２ ＋

c２ － a２ ＝ ２bccos A ，则 bc ＝
３

cos A ＞ ３ ．设 bc ＝

t（３ ＜ t ≤ １５） ，则 y ＝ t２ ＋ ３ t
t ＋ １５

＝
t（t ＋ １５） － １２ t

t ＋ １５
＝

（t ＋ １５） ＋
１８０

t ＋ １５
－ ２７ ∈ （１ ，９] ，即 | A E →| ∈

（１ ，３] ．

评注  此题也可以运用几何法进行直观想

象 ，即利用角平分线定理构造调和点列 ，得到结

果 ，但是用解析法进行逻辑推理更加严谨 ，可培养

学生数学推理 、数学运算的能力 ．

 图 ９

例 3  已知 △ A BC
中角 A ，B ，C 所对应的边
分别为 a ，b ，c ，△ A BC 的
角平分线 A D ，CE 交于点
O ，证明 ：aOA →＋ bOB →＋

cOC →＝ 0 ．

证明  由角平分线定理可知
AB
AC ＝

BD
DC ＝

c
b ，

得到
BD
BC ＝

c
b ＋ c ，BD ＝

ac
b ＋ c ，CD ＝

ab
b ＋ c ．所

以 BD →＝
c

b ＋ cBC →，即 BO →＋ OD →＝
c

b ＋ c（BO →＋ OC →） ，

得 OD →＝
b

b ＋ cOB →＋
c

b ＋ cOC →．又因为在 △ ACD

中 ，
CA
CD ＝

AO
OD ＝

b
ab

b ＋ c
＝
b ＋ c
a ，得 OD →＝ －

aOA →

b ＋ c ．

因此 ，
a

b ＋ cOA →＋
b

b ＋ cOB →＋
c

b ＋ cOC →＝ 0 ，即

aOA →＋ bOB →＋ cOC →＝ 0 ．

评注  在人教版新教材第 ６４ 页中 ，让学生

用向量法研究三角形的性质进行数学探究的研究

活动 ，本例恰好是在所学知识基础上 ，对三角形的

内心进行向量表示的完美体现 ．

例 4  （２０２１·全国 I卷１９）记 △ A BC的内角
A ，B ，C的对边分别为 a ，b ，c ．已知 b２ ＝ ac ，点 D
在边 AC上 ，BDsin ∠ A BC ＝ asin C ．

（１） 证明 ：BD ＝ b ； （２） 若 A D ＝ ２DC ，

求 cos ∠ ABC ．

 图 １０

分析  （１）由正弦定

理易证 ；（２） 如图 １０ ，由

A D ＝ ２DC 可知 BD →＝

２

３
BC →＋

１

３
BA →．

由 BD ＝ b 有 b２ ＝

４

９
a２ ＋ １

９
c２ ＋ ４accos∠ ABC

９
＝

４

９
a２ ＋

１

９
c２ ＋

２（a２ ＋ c２ － b２ ）
９

，得 １１b２ － ６ a２ －

３c２ ＝ ０ ．又因为 b２ ＝ ac ，则１１ac － ６a２ － ３c２ ＝ ０ ，即

（２a － ３c）（３ a － c） ＝ ０ ，解得 a ＝ １

３
c或 a ＝ ３

２
c ．当

a ＝
１

３
c 时 ，cos ∠ A BC ＝

a２ ＋ c２ － b２
２ac ＝

７

６
＞

１（舍） ；当 a ＝
３

２
c时 ，cos ∠ A BC ＝

a２
＋ c２ － b２
２ac ＝

a２ ＋ c２
２ ac －

１

２
＝

７

１２
．

评注  这道题虽是中档题 ，但是从学生反馈

来看 ，不少人用时较多 ．可见 ，将未知的问题转化

为熟悉的结构特征 ，选择有效的转化策略尤为重

要 ，本题由定比分点进行向量表示是最高效的解

题途径 ．
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5  教学感悟
（１）回归教材 ，理解数学

２０１７年版课程标准指出 ，通过高中数学课程

的学习 ，获得进一步学习以及未来发展所必需的

数学基础知识 、基本技能 、基本思想 、基本活动经

验（简称“四基”） ；提高从数学角度发现和提出问

题的能力 、分析和解决问题的能力（简称“四能”） ．

高考命题的依据是“课标”“考纲”与“教材” ，命题

源于教材但又高于教材 ，这是全体高三教师的共

识 ．那么 ，高三数学备考的课堂教学中 ，提升“四

基”“四能” ，离不开对教材的深刻理解 ．章建跃教

授近年来倡导的“理解数学”
[１] 引起了广泛的关

注 ，他提出 ，教好数学的前提是要理解数学 ，只有

理解数学知识的本质 ，才能积累教学知识的表达

经验 ．

的确 ，通过文中分析的这道题不难看出 ，对于

广大师生而言 ，理解教材是教师教好数学 、学生学

好数学的关键 ，教材中的定理和一些典型的例习

题之间常具有一定的关联性 ，其中渗透了某些经

典的数学思想方法 ．因此 ，在高三的复习工作中 ，

要认真研读教材 ，充分发掘教材的使用价值 ，通过

对教材的深入思考与研究 ，帮助学生系统地梳理

知识 ，构建知识网络 ．例如 ，本文中通过对正弦定

理背景下的习题讲评的设计 ，师生共同探究问题

的背景 、方法和联系 ，帮助学生积累问题解决过程

中常用的解题经验 ．

（２）拓展探究 ，建构数学

教学的目的是使学生学会未知的知识 ，逐步

由“学会”到“会学” ．也就是说 ，学生在学习过程

中接受新知识 ，更重要的是要学会如何独立思考 ．

因此 ，笔者认为给学生提供合适的研究对象 ，进行

拓展研究 ，显得尤为必要 ．这些素材广泛分布在教

材中 ，例如正文 、思考 、旁白 、例习题等 ．

在高考复习教学中 ，如果只是对知识点重复

罗列 ，无法提高学生学习的参与度和内驱力 ．不妨

注重联系 ，“合纵连横” 地进行知识体系的再建

构 ，即通过“点 — 线 — 面”的方式 ，将教材中的关

联知识点灵活呈现[２]
，在教师的引领下 ，学生对概

念 、定理 、公式的来龙去脉进行再认识 ，对教材知

识进行再巩固 ，提高知识综合运用的能力 ，提升问

题解决的成功率 ．

本节课中研究的问题 ，与三角函数 、向量 、正

弦定理 、余弦定理 、不等式 、初等几何等知识之间

有着密切的联系 ，这些知识都是解决几何问题的

有力工具 ．通过对其中分析思维历程的展示 ，让学

生领会到知识的精髓 ，积累数学探究的活动体验 ．

（３）强化运用 ，升华思维

以“微点” 入手的课堂教学是近年来高三数

学复习中的常见课型[３]
，教师精心选择素材 ，结合

归类设计 、变式开发等手段完善讲评策略 ，通过学

生自主探究 、师生合作探究 ，对知识进行运用和拓

展 ，探究解法联系 ，还原问题本原 ，从而引导学生

积极 、主动地矫正思维问题 ，深入体会数学思想方

法 ，拓宽思维的广度 ，发掘思维的深度 ，进一步完

善知识结构 ．这样的课堂设计 ，常需要从微观和宏

观两个层面进行构思 ，师生积极参与 ，使高三的数

学课堂充满生机活力 ，对学生思维的发展 、创新精

神的培养和实践能力的提高有积极的作用 ，对教

师课堂教学效率和品位的提高有参考价值 ．

通过本节课中的问题解决过程发现 ，解法之

间有联系 ，更有创新 ，各具特色 ，解题过程不再是

“冰冷的形式化美丽” ，而是那种发散的 、火热的思

考过程 ，达到了数学思维的自然流淌 ．由此可见 ，

面对数学问题 ，只要我们学会广泛的联想和生动

的类比 ，我们就会拥有宽阔的思路 ，探究出各式各

样的方法 ．如果在解题过程中 ，对于每一个细节再

进一步深入思考 ，继续追寻下去 ，那么解法还能不

断改进 ，不断优化 ，化复杂为简单 ，聚分散为统一 ．

这一切不仅可以提高我们发现问题 、解决问题的

能力 ，更是一种数学美的享受 ．

总之 ，提高学生的问题解决能力和提升学生

的数学思维品质 ，是数学解题教学的永恒主题 ．作

为教者 ，应善于引导学生重视知识背后的结构 、联

系和规律 ，积累问题解决过程中的思维经验 ，追求

知识能力的应用和迁移 ，从而让教师的课堂教学

更加精彩 ，最大限度地促进学生数学素养的有效

落实 ．
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