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高一“挖坑" 高三“填埋"

浙江大学附属中学丁兰校区 陈作国 施刚良 (邮编：310021)

摘 要 通过对2019年1月杭州高三一模第19题的多种解法的探究，分析高三学生解决此题存

在的问题，最后通过反思揭示学生解答不好此题的原因．注重高一的基本功，将数学核心素养落实到

位，高三复习才能游刃有余．
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2019年1月杭州市高三一模第19题，给高一

的学生当做期末复习题来做，应该也可以，而且

得分率也还不错．笔者今年教高三，高一的时候

就给学生练过，两个班做出来的同学还是蛮多

的．高一的时候就可以“做出来”，经过两年的学

习和复习，到了高三(2019年1月，笔者教高三)，

在模拟考中考一下，居然“做不出来了”．这是一

件很奇怪的事情，其实也见怪不怪．这与老师的

教和学生的学有很大的关系，学生在高一没有把

问题订正或理解透彻，指望靠后面的复习将问题

搞懂，往往是一厢情愿．高一为自己挖的“坑”(这

是数学核心素养没有落实到位所造成的“坑”，就

像一颗“定时炸弹”)，终究是要自己来“填”的，不

然掉进去的最终还是自己．

1试题呈现

『，一1 ．设函数厂(z)一L爿一尼(z一1)2．
正一厶

(工)若志一1，解方程厂(z)一o；

(Ⅱ)若关于z的方程厂(z)一。有四个不同

的解，求是的取值范围．

注第1题略，本文主要探讨第Ⅱ题．
／ 1 、

参考答案依题意，I z一1 l(—七一尼I z一1 I}
、Z一厶 ，

唷4个不同的解，而z一1是其中1个解，所以只需
1要考虑方程÷一志f z一1 I—o只有3个解．
Z—Z

1于是，方程÷一尼I z一1 1一o(z≠1，z≠2)
Z一厶

1

只有3个解§方程÷一(z一2)l z一1 I(z≠1，
宠

z≠2)有3个解，接下来只要研究函数g(z)一

(z一2)I z一1 I(z≠1，z≠2)与7z(z)一÷的图
K

1 1

象有3个交点，通过数形结合得到：一÷<÷<o，
4 意

即是<一4．

评注 参考答案的方法是巧妙地将(z—1)‘

写成|z一1 l。，从而提取公因式I z一1 I避免分类
讨论，再通过参变量分离整体考虑函数图象的位

置关系，有一种行云流水的感觉．参考答案学生

想不到的主要原因是：将(z一1)2写成l z一1 f‘，

其实这个变形在初中就学过，在高一教师还会再

强调的，但学生可能还是不会灵活运用．这说明

学生的代数变形能力不强，转化思想欠缺，逻辑

推理、数学运算素养不高．

2解法探究

笔者在试卷讲评时，有学生通过改进上述想
1

法，将方程=三一尼I z—l I—o(z≠1，z≠2)只
』 厶

1有3个解，转化成÷一是I z一1 I(z≠1，z≠2)
．I， 厶

1只有3个解甘函数y一÷与y一志1 z一1 I的
上 厶

图象只有3个交点．

如图1，当相切时志一一4，两个图象有2个交

点，所以要使得两个图

象有3个交点，志的取值

范围为志<一4．

后来又有学生利

用另外形式的参变量

分离法(将变量与参数

彻底分类)：
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方程学刈z刊z=哺四个不同的解铮志=_—‰(z≠1，z≠2)有3个不
(z一2)(z一1)”

’

嗍．㈣鳓=揣(矾硎
与v一尼图象有3个不

同的交点，通过数形结

合可以从图象2中轻而

易举得到答案，正所谓

“图象一见，答案出现”．

评注 在批卷的

过程中，这样做法的学

生不多，即使有学生画

y

f
、＼～～一—、 ? l Z x

j
＼
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图2

v=——上二—二-(z≠1，z≠2)的图象也是
。

(z～2)(z一1．)‘

不准确的．通过参变分离来解决方程根的问题，

学生们是非常喜欢的．因为这样可以避免分类讨

论，而分类讨论是学生处理方程或零点问题的

“软肋”．这样处理的人数不多主要是：绝对值去

掉要分类，也就是说整体的图象是几段图象拼起

来的；还有就是分母是两次的分式函数，对学生

很有挑战；两条渐进线也往往没有注意到．由此

可见学生画图能力和分类讨论能力还有待进一

步加强．综合上面的分析，这种图象没画出来，说

明学生在高一学习时，对反比例函数与二次函数

的复合的性质(先考虑定义域，再研究对称性或

单调性，这是研究函数图象的固定“套路”)没掌

握，这对以后研究更复杂函数的性质是有一定影

响的．更深层次的原因是学生的直观想象、逻辑

推理、数学运算素养不高所造成的．

上述方法都是通过转化(主要想法就是参变

分离或图象的位置关系)，将问题变得易于解决，

这是高一讲基本初等函数时惯用的思想方法．难
点就是怎样通过分类讨论和数形结合将问题解

决．笔者在阅卷时，还发现有学生(这样做的同学

很多，这也是学生朴素的想法：看到方程就想解出

来)是通过直接解方程做的，尽管过程略显繁琐，

但利用方程的思想解决问题也不失为一种途径．

1，一1 。依题意：厂(z)=上_一意(z一1)‘一。有
Z—Z

四个不同的解兮l z～1 l一是(z一1)。(z一2)四

个不同的解．因方程|z一1 l一尼(z一1)‘
(z一2)有一个解z=1是显然的，故第Ⅱ题主要

研究：方程忌(z一1)(z一2)=1(z>1)①与

是(z一1)(z～2)=一1(z<1)②总共有3个解．
于是，方程①与②都必须有解，方程①的解为

z一号±堑笙麦丛(忌>o或壶<一4)，方程②的
解为z=导±堑壁丢丛(志>4或志<o)．

(1)当正>o时，因z一吾一笪壁麦丛=詈一
1厂1
音／1+{<1，所以方程①的解为只有一解；因

z=罢一』铲一吾一丢√，一委>，，所以方r=～=一j l一一 ，l川T I，j，1“

2 2尼 2 2√1 志7
”“””“

程②无解．故意>0不符合题意．

(2)当志<。时，因z一吾十堑壁麦丛一罢一
1厂—i
丢／1+{>1，所以方程①的解为两解；因z=

詈+』鱼乏}丝=吾一言√，一妻<，且z=詈一2。 2志 2 2√ 五
～
2

挈一昙+昙／1一导>2，所以方程②只有
2志 2 2^／ 尼

一⋯⋯⋯～一

一解，故点<0符合题意．

因此，综上所述，志<一4．

评注 这种解法尽管学生很容易想到，或多

或少都能写一点，但真正能做出来的不多．主要

原因还是要对有解的情况加以分类，通过是的范

围进行分类，对解进行筛选来确定个数，而不是

简单地将之解出就完事，这对学生的思维有较高

的要求．对这种问题处理的思想方法，学生在高

一都碰到过，关键还是没有将之消化吸收．其实，

如果再进一步观察方程①与方程②，我们发现方

程①与⑦的两根之和都为3，而方程②的根要满足

z<1，故方程②至多一个解．而方程①与②的鳃

总共要3个，这样只能方程①有2个，方程②只有

1个．接下来的思考过程同下述函数观点，此处

从略．

如果我们观点站得高一点，从函数思想的角

度思考的话，解决起来可能要简洁得多．

方程掣一走(z一1)2=o有四个不同
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的解兮{z～1 I一尼(z一1)‘(z一2)四个不同的

解．因方程f z一1 I一尼(z一1)‘(z～2)有一个

解z一1是显然的，故第Ⅱ题主要研究：方程①与

②总共有3个解．

记函数g cz，={：；三二；；：三二i；：；{三三；；：
通过简单的数形结合我们发现：志>O不符合题

意；当尼<o时，考虑g(z)一忌(z一1)(z一2)一

1(z>1)，g(1)一一1<o，于是要使g(z)一

志(z一1)(z一2)一1(z>1)有零点，必须满足：

△>o即五<一4或志>o，而且此时g(z)=

尼(z一1)(z一2)一1(z>1)有2个零点；考虑函

数g(z)一忌(z一1)(z一2)+1(z<1)，g(1)一

1>o，于是要使g(z)一是(z一1)(z一2)+
l(z<1)有零点，必须满足：△>o即志>4或

志<o，而且此时g(z)一志(z一1)(z一2)一

1(z>1)有1个零点．

因此，综上所述，志<一4．

评注 利用函数思想解决方程问题在高一

肯定是重点讲过的，学生只抽象理解函数，这样

就“只见树木，不见森林”．如果将数与形结合起

来，通过直接构造函数，研究函数图象，使得问题

的解决变得相对容易，产生一种居高临下的感

觉．不在根的解法上纠缠，整体研究函数图象的

性质，使得根的分布变得清清楚楚．这样才能真

正体现出学生的数学抽象、直观想象、数学建模

的核心素养．

3 反思

这道貌似高一学生做的练习题，为什么给高

三学生当作模拟题来考，最后考得却不理想呢?

笔者谈谈自己的几点想法：

(1)函数思想在高一(乃至整个高中)是非常

重要的，学生没有掌握函数思想将影响整个高中

数学的学习．教师在具体的教学实践中，没有将

研究函数的“基本套路”讲明白，就会导致昏昏的

教师教不出昭昭的学生．这也是我们没有将学生

的数学抽象、直观想象、数学运算等核心素养没

有落实到位的原因．于是乎学生似懂非懂，没有

将之消化吸收，到高三复习时不见得就会有好

转，所以模拟考一考还是做不来，这也是情理之

中的．

(2)方程思想同样在高一(乃至整个高中)是

非常重要的，学生对方程朴素的理解就是将之解

出来，这样做往往会比较复杂，其实高中阶段的

方程主要还是研究方程解的性质或通过韦达定

理利用设而不求、整体代换来解决，这对学生的

数学思维有较高的要求．能很好地体现学生的数

学运算、逻辑推理等核心思想．教师在具体的教

学实践中，碰到方程问题时，要引导学生利用函

数的观点，将解的性质放到图象中研究，这样可

能会使抽象的方程问题形象化，这也是数形结合

思想的核心所在．事实上，学生会利用数形结合

考虑方程问题，但由于对解的个数情况往往要分

类讨论，所以最终又半途而废．

(3)分类讨论思想是学生在高一数学中非常

“惧怕”的，这也是学生认为数学难学的一个重要

原因，数学中许多有点难度的题目往往都要分类

讨论．可以说，分类讨论这种思想的掌握，不可能

一蹴而就，往往需要我们在具体问题的解决过程

中慢慢渗透，所以在高一练好“童子功”就显得很

有必要．要练好“童子功”，分类讨论没有固定套

路可走，这就需要学生具体问题具体分析，其实

有些“真功夫”就是这样练出来的．正因为没有固

定套路，所以学生才认为它难学．难学不是借口，

关键还是要掌握分类讨论的标准，这样才会不重

不漏．这样才能将逻辑推理、数学建模等核心思

想落到实处．

高三复习不是将高一阶段(和高二)的基础

知识和思想方法“炒一下冷饭”，但没有高一阶段

(和高二)的基础知识和思想方法作为“饭”，想炒

出一盘色香味俱全的“饭”也是非常困难的．所

以，要使学生能在模拟考试中考出自己的水平，

教师必须在高一阶段(和高二)将基础知识和基

本数学思想方法渗透到教学实践中，学生能在具

体解题过程中灵活地加以运用，师生两方面着

力，这样复习阶段的有效性才能凸显出来．“万丈

高楼平地起”，只有将高一阶段(和高二)的基础

夯实了，高三的复习与模考才能“船到桥头自然

直”．
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