
笔者以为是先学正弦定理后学余弦定理，还是

先安排讲授余弦定理后安排正弦定理并不重要，重

要的是既要自然又要简约求实． 如，可以通过下述

方法引导学生尝试用向量证明正弦定理: 因为正弦

定理与边角有关，而前面我们学习过的哪个知识也

与边角有关? 向量的数量积． 不过涉及到的角是余

弦，所以可以尝试过顶点 C 作
→BC的垂直向量，由互

余转化出现角 C 的正弦，并讨论角 C 的情况．
另，对于余弦定理可自然的启发性设问: 求两

点间的距离( 线段的长度) 在你印象中有哪些数学

思想方法? 在这些方法中自然想到有一种方法向

量法———转化为求向量的模． ( 以上思考课堂上先

提出来，后安排作业中课外自主探索) 有时候抛弃

思维定势围绕核心又结合实际的做法，谁说不也是

一种创新呢?

6． 小结

本节课让我们感悟到，要学会用数学的眼光去

观察( 看世界) ; 会用数学的思维去思考; 会用数学

的语言去表达; 会用数学的知识去解决．
( 这正是数学学科核心素养的特质)

三、课外作业
1． 江苏凤凰教育出版社《普通高中教科书 数

学必修第二册》( 2020 年 7 月第 1 版) P92 练习 1，2，

4; P94 习题 11． 2． 1，7．
2． 尝试用向量证明正弦定理．
结语: 在教学设计中，要抓住数学内容的本质、

了解学生的认知规律，创设恰当的情境、提出合适

的问题，启发学生独立思考、鼓励学生交流表达，在

掌握知识技能的同时理解数学的本质，形成和发展

数学核心素养． 我们教学工作的重心是努力“将课

本上知识的学术形态转化为教师的教育形态、学生

的学习形态”，即“唤醒”数学知识，而不是给予，一

个好的老师，就是这样把知识唤醒给学生看． 这种

转化工作谁做的好，谁的教学就有效

檻檻檻檻檻檻檻檻檻檻檻檻檻檻檻檻檻檻檻檻檻檻檻檻檻檻檻檻檻檻檻檻檻檻檻檻檻檻檻檻檻檻檻檻檻檻
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抓住“意外”，生成“精彩”
*

———由韦达定理“失效”引起的思考

江苏省扬州中学 ( 225009) 戚有建

课堂教学中不仅有精心的预设，更会有动态的

生成，因而课堂教学中难免会遇到一些“意外”，对

于这些“意外”，有时我们为了赶进度会将其搁置一

边，实际上如果能够抓住机会、调整预设、追本溯

源，就有可能将“意外”变成宝贵的教学资源，从而

让我们的课堂教学更真实，收获“意外精彩”． 前不

久，课堂上在用韦达定理处理一道解几题时就出现

了“意外”．
一、出现“意外”

图 1

题目 如图 1，已知椭圆
x2

a2 +
y2

b2
= 1 ( a ＞ b ＞ 0) 的左、右

顶点分别为 A，B，离心率为
1
2 ，

右准线方程为 x = 4．
( 1) 求椭圆的方程;

( 2) 过右焦点 F 的直线 l 交椭圆于 P，Q 两点
( P 在第一象限) ，记直线 AP、BQ 的斜率分别为 k1，

k2，证明
k1
k2

为定值．

分析: 第( 1 ) 问很简单，用待定系数法处理即

可，答案为
x2
4 + y2

3 = 1． 第( 2) 问设直线 l 的方程为

x =my + 1，代入
x2
4 + y2

3 = 1 得 4 + 3m( )2 y2 + 6my － 9

= 0，显然△ ＞ 0，设 P x1，y( )1 ，Q x2，y( )2 ，则 y1 + y2 =
－ 6m

4 + 3m2，y1y2 = － 9
4 + 3m2，所 以

k1
k2

=
y1

x1 + 2
·

x2 － 2
y2

=
my1y2 － y1
my1y2 + 3y2

．

点评: 由于
my1y2 － y1
my1y2 + 3y2

的结构中并不是 y1 + y2，
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y1y2 的形式，所以不好直接用韦达定理，课堂上很多

学生认为韦达定理“失效”了，真的是这样吗? 这引

起了学生的兴趣和思考，也引起了我的兴趣和思考．
二、解法研究

经过学生的独立思考和小组讨论，得到了如下

的一些“精彩”解法:

方法 1: 因为 my1y2 = － 9m
4 + 3m2 = 3

2 y1 + y( )2 ，所

以
k1
k2

=

3
2 y1 + y( )2 － y1
3
2 y1 + y( )2 + 3y2

=

1
2 y1 +

3
2 y2

3
2 y1 +

9
2 y2

= 1
3 ．

方法 2:
k1
k2

=
my1y2 － y1
my1y2 +3y2

=
my1y2 － (

－6m
4 +3m2 － y1)

my1y2 +3y2

=

－3m
4 +3m2 + y2

－9m
4 +3m2 +3y2

= 1
3 ．

点评: 由于
my1y2 － y1
my1y2 + 3y2

中有 3 个字母，所以从消

元角度来看，方法 1 是消去 m 保留 y1，y2，而方法 2 是

消去 y1 保留 y2，m，同样也可以消去 y2 保留 y1，m．

方法 3: 平方得(
k1
k2

) 2 =
y21

( x1 + 2) 2·
( x2 － 2) 2

y22
，

因为 y21 =
3
4 ( 4 － x21 ) ，y22 =

3
4 ( 4 － x22 ) ，所以(

k1
k2

) 2

=
y21

( x1 + 2) 2 ·
( x2 － 2) 2

y22
=

( 2 － x1 ) ( 2 － x2 )
( 2 + x1 ) ( 2 + x2 )

=
x1x2 － 2( x1 + x2 ) + 4
x1x2 － 2( x1 + x2 ) + 4．

当直线 l 的斜率不存在时，直线 l 的方程为 x =

1． 此时 P( 1，
3
2 ) ，Q( 1，－ 3

2 ) ，所以
k1
k2

= 1
3 ;

当直线 l 的斜率存在时，设直线 l 的方程为 y =

k x( )－ 1 ，代入
x2
4 + y2

3 = 1，得 4k2( )+ 3 x2 － 8k2x + 4k2

－ 12 = 0，显然△ ＞ 0，设 P x1，y( )1 ，Q x2，y( )2 ，则 x1

+ x2 = 8k2

4k2 + 3
，x1x2 = 4k2 － 12

4k2 + 3
，所 以 (

k1
k2

) 2 =

x1x2 － 2( x1 + x2 ) + 4
x1x2 － 2( x1 + x2 ) + 4 = 1

9 ，所以
k1
k2

= 1
3 ．

方法 4: 当直线 l 的斜率不存在时，直线 l 的方程

为 x =1． 此时 P( 1，
3
2 ) ，Q( 1，－ 3

2 ) ，所以
k1
k2

= 1
3 ，当直

线 l 的斜率存在时，要证
k1
k2

= 1
3 ，即证 3k1 － k2 =0，即证

3y1
x1 +2

－
y2

x2 －2
= 0，即证

3 x2( )－2 y1 － x1( )+2 y2
x1( )+2 x2( )－2 = 0，即

证
3 my2( )－1 y1 － my1( )+3 y2

x1( )+2 x2( )－2 = 0，即 证 2my1y2 －

3 y1 + y( )2 =0．
方法 5: 设直线 PB 的斜率为 k3，先证明结论

k1k3 = － 3
4 ，过程如下: 设 P x，( )y ，则 k1k3 =

y
x + 2·

y
x － 2 = y2

x2 － 4
= 3

4
( 4 － x2 )
x2 － 4

= － 3
4 ． 设 P x1，y( )1 ，

Q x2，y( )2 ，则
k1
k2

= － 3
4k2k3

=

－
3 x1( )－ 2 x2( )－ 2

4y1y2
= －

3 my1( )－ 1 my2( )－ 1
4y1y2

= －
3［my1y2 －m y1 + y( )2 + 1］

4y1y2
= 1
3 ．

点评: 由于
my1y2 － y1
my1y2 + 3y2

的结构是非对称韦达定

理，所以可以考虑将其转化为对称韦达定理，方法 3
是通过平方升次转化为对称韦达定理，方法 4 是考

虑
k1
k2

= 1
3 的等价命题 3k1 － k2 = 0，从而转化为对称

韦达定理，方法 5 是借助结论 k1k3 = － 3
4 ，将证

k1
k2

=

1
3 转化为证 k2k3 = － 9

4 ，从而转化为对称韦达定理．

三、背景研究

在本题的椭圆中，为什么有结论
k1
k2

= 1
3 呢? 有

什么背景? 研究后发现源于圆中的一个结论，然后

通过伸缩变换推广到椭圆中．

图 2

类题 如图 2，已知单位圆 x2

+ y2 = 1 的左、右顶点分别为 A，

B，过点 F(
1
2 ，0) 的直线 l 交单位

圆于 P，Q 两点( P 在第一象限) ，

记直线 AP、BQ 的斜率分别为 k1，

k2，证明
k1
k2

为定值．

证明: 设直线 PB 的斜率为 k3，由 PA⊥PB，即证
k2k3 为定值，而 k2k3 = tan∠ABQ·( － tan∠ABP) =

－ AP
BP·

AQ
BQ，因为△AFP ～△QFB，所以

AP
BQ = AF

QF; 因

为△AFQ ～△PFB，所以
AQ
BP = QF

BF，所以 k2k3 =

tan∠ABQ·( － tan∠ABP) = － AP
BP·

AQ
BQ = － AF

BF = －3．
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点评: 因为在圆中 k2k3 = － 3，所以
k1
k2

= 1
3 ，然后

通过伸缩变换推广到椭圆中，也有
k1
k2

= 1
3 成立．

四、推广研究

将上面的命题推广为一般情况，即得如下结论:

结论 1 已知椭圆
x2

a2 + y2

b2
= 1 ( a ＞ b ＞ 0) 的左、

右顶点分别为 A，B，过右焦点 F 的直线 l 交椭圆于
P，Q 两点( P 在第一象限) ，记直线 AP、BQ 的斜率

分别为 k1，k2，则
k1
k2

= 1 － e
1 + e，是定值．

进一步研究后发现这里并不需要 F 点是右焦

点，即有如下结论:

结论 2 已知椭圆
x2

a2 + y2

b2
= 1 ( a ＞ b ＞ 0) 的左、

右顶点分别为 A，B，过 F( λa，0) ( λ ＜ 1) 的直线 l
交椭圆于 P，Q 两点( P 在第一象限) ，记直线 AP、BQ

的斜率分别为 k1，k2，则
k1
k2

= 1 － λ
1 + λ是定值．

四、类比研究

结论 3 已知双曲线
x2

a2 －
y2

b2
= 1( a ＞ 0，b ＞ 0) 的

左、右顶点分别为 A，B，过右焦点 F 的直线 l 交双曲

线于 P，Q 两点( P 在第一象限) ，记直线 AP、BQ 的

斜率分别为 k1，k2，则
k1
k2

= 1 － e
1 + e，是定值．

结论 4 已知双曲线
x2

a2 －
y2

b2
= 1( a ＞ 0，b ＞ 0) 的

左、右顶点分别为 A，B，过 F( λa，0) ，( λ ＞ 1) 的直

线 l 交双曲线于 P，Q 两点( P 在第一象限) ，记直线

AP、BQ 的斜率分别为 k1，k2，则
k1
k2

= 1 － λ
1 + λ

，是定值．

课堂是鲜活的、动态的、生成的过程，是师生共

同成长的生命历程，而在这样的历程中，我们不可

避免地会遇到“意外”，如果能将这一次次的“意外”
有效加以利用，实现预设与生成的和谐统一，则“意

外”也可以变成“精彩”，如此我们的教学就会成为

一种艺术，成为动态生成的生命历程
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落实“四个理解”，摆脱教学“偏”“急”“短”
江苏省仪征市新集初级中学 ( 211403) 李爱民

一、问题提出

提高课堂教学质量和效益是老师们一直的追

求，但在实际教学中，经常出现跑“偏”的现象———
注重结果，忽视过程; 只考虑做得到，不考虑想得

到; 将信息技术沦为播放器等． 第二个表现是过分

心“急”，急于讲解，急于应用知识，急于告知学生答

案等． 殊不知，这样跑偏和急功近利，只能收获“短”
期利益． 因为一节课教师将教学重心放在“用”，短

时间集中练习同一个结论，因为不受其它知识的干

扰，无需经过大脑的检索，看似会应用，实际上很大

程度是机械模仿，加之没有经历知识形成的过程，

不能做到真正理解，更不能感悟其中隐含的数学思

想，时间一长，暂时提升的学业水平会迅速回落．
二、案例呈现

下面是笔者观摩的一节“探索三角形相似的条

件( 1)”教研课的部分实录，与各位同仁共同研讨．
环节 1: 操作、计算、猜想

( 1) 如图 1，已知三条互相平行的直线 l1、l2、l3，

图 1

直线 a、b 分别与 l1、l2、l3 相交于点 A、B、C 和点 D、

E、F． 测量图中线段 AB、BC、DE、
EF 的长度，并计算 AB 与 BC 的

比值和 DE 与 EF 的比值，你有什

么发现?

( 2) 平移直线 l3，再测量 AB、
BC、DE、EF 的长度，这些比值还

相等吗?

学生在导学案中测量 4 条线段的长度，并计算
AB 与 BC 的比值和 DE 与 EF 的比值，因为计算的比

值接近，教师引导学生猜想线段 AB、BC、DE、EF 对

应成比例．
环节 2: 证明

教师直接告知学生猜想是正确的，并给出如下

证明．

图 2

证明: 联结线段 AE、BD、BF、
CE( 如图 2) ，因为 l1‖l2，所以根

据同底等高，可以得到△ABE 和

△BDE 的面积相等，同理，△BCE
和△BFE 的面积也相等． 因为高
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