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　 　 摘　 要:以 2017 年全国Ⅲ卷理科数学解析几何试题为例,通过对不同的直线方程形式下的多解进行比较,来谈谈

对直线与圆锥曲线综合问题中直线方程形式的合理化选择,通过模拟试题进一步体会直线方程的合理选择对解题产生

的积极作用,并给出对圆锥曲线备考教学的建议.
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　 　 在直线与圆锥曲线综合问题中,动直线方程往往

在题设中不会给出,需要考生合理设出,而在相同的

问题背景下,合理地使用公式与方法可以避免繁杂的

运算,因该题型运算量大,运算难度高的特点,如果选

取的公式与方法不合理往往就会陷入繁复的运算泥

潭,难以脱身,给考生解题带来困难. 所以如何让考生

在有限的考试时间内,面对具体的问题情境选取合理

的公式与方法顺利解决问题,是我们教学中应该高度

关注的问题,下面笔者以一道圆锥曲线高考题为例,
来谈谈在直线与圆锥曲线综合问题中如何合理使用

直线方程;并对圆锥曲线备考教学提出建议.
1　 真题呈现

试题　 (2017 年全国Ⅲ卷理 20)已知抛物线 C:
y2 = 2x,过点(2,0)的直线 l 交 C 于 A,B 两点,圆 M 是

以线段 AB 为直径的圆.
(1)证明:坐标原点 O 在圆 M 上;
(2)设圆 M 过点 P(4, - 2),求直线 l 与圆 M 的

方程.
2　 解法探究及比较

2. 1　 第(1)问解析

视角 1 　 引入斜率 k,利用点斜式方程 y - y0 =
k(x - x0)设直线方程为 y = k(x - 2) .

证法 1　 ①当直线 l 斜率不存在时,直线 l 方程为

x = 2,与抛物线 C 交点为 A(2,2) 与 B (2,- 2),则
OA→·OB→ =0,所以 OA⊥OB,即原点 O 在圆 M 上.

②当直线 l 斜率存在时,设直线方程为 y = k(x -

2),联立
y = k(x - 2),
y2 = 2x,{ 得 k2x2 - (4k2 + 2)x + 4k2 = 0.

当 k≠0 时,△ = (4k2 + 2) 2 - 16k4 > 0,此时直线

与抛物线有两个交点,设 A(x1,y1),B(x2,y2),由韦达

定理,得 x1 + x2 = 4 + 2
k2 ,x1x2 = 4,y1y2 = k( x1 - 2)·

k(x2 - 2) = k2[x1x2 - 2(x1 + x2) + 4] =- 4.
故OA→·OB→ = x1x2 + y1y2 = 0.
所以 OA⊥OB,即原点 O 在圆 M 上.
评析　 此解法是解析几何中的通性通法,通过引

入参数 k 设直线方程、联立方程、判别式、韦达定理一

气呵成,通过向量的数量积为零来证明两条直线垂

直,利用直径所对圆周角为直角这一性质,证明了原

点在圆上. 事实上,利用向量运算解决几何问题,能将

几何问题完美地转化为代数运算,从而降低了思维难

度,是一种解决几何问题的有力工具.
证法 2　 ①当直线 l 斜率不存在时,直线 l 方程为

x = 2,直线 l 与抛物线 C 交点为 A(2,2)与 B(2,- 2),
则 kOA·kOB =- 1,所以 OA⊥OB,即原点 O 在圆 M 上.

②当直线 l 斜率存在时,设直线方程为 y = k(x -

2),联立
y = k(x - 2),
y2 = 2x,{ 得 k2x2 - (4k2 + 2)x + 4k2 = 0.

当 k≠0 时,△ = (4k2 +2)2 - 16k4 > 0,此时直线与抛物

线有两个交点,设 A(x1,y1),B(x2,y2),由韦达定理,得

x1 + x2 =4 + 2
k2

,x1x2 =4,则 y1y2 = k(x1 -2)·k(x2 -2) =

k2[x1x2 - 2(x1 + x2) + 4] =- 4.

故 kOA·kOB =
y1y2

x1x2
=- 1.
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所以 OA⊥OB,即原点 O 在圆 M 上.
评析　 通过分析要证∠AOB = 90 ° ,如果两条直线

的斜率均存在,那么它们的斜率乘积必为 - 1.
证法 3　 ①当直线 l 斜率不存在时,直线 l 方程为

x = 2,直线 l 与抛物线 C 交点为 A(2,2)与 B(2,- 2),
则以线段 AB 为直径的圆方程为( x - 2) 2 + y2 = 4,经
验证,原点满足此方程,即原点 O 在圆 M 上.

②当直线 l 斜率存在时,设直线方程为 y = k(x -

2),联立
y = k(x - 2),
y2 = 2x,{ 得 k2x2 - (4k2 + 2)x + 4k2 = 0,

当 k≠0 时,△ = (4k2 + 2) 2 - 16k4 > 0,此时直线与抛

物线有两个交点,设 A( x1,y1 ),B( x2,y2 ),由韦达定

理,得 x1 + x2 = 4 + 2
k2 ,x1x2 = 4,则 y1y2 = k(x1 - 2)·

k(x2 - 2) = k2[x1x2 - 2( x1 + x2) + 4] = - 4,y1 + y2 =

k(x1 - 2) + k(x2 - 2) = k(x1 + x2 - 4) = 2
k .

故以线段 AB 为直径的圆 M 圆心坐标为(2 + 1
k2 ,

1
k ) . 又因为 AB = 1 + k2 x1 - x2 = 1 + k2 ·

(x1 + x2) 2 - 4x1x2 = 2 (1 + k2)(1 + 4k2)
k2 ,

则圆 M 半径为
(1 + k2)(1 + 4k2)

k2 .

所以圆M的标准方程为(x -2 - 1
k2

)2 + (y - 1
k )2 =

(1 + k2)(1 + 4k2)
k4 .

经验证,原点满足此方程,故原点 O 在圆 M 上.
评析　 此解法与前两种解法相比较,虽然也体现

了通性通法的使用,但是选择了求出圆的方程这一不

同的证明思路,在求取方程的过程中使用了中点坐标

公式、弦长公式、圆的标准方程等,虽然思路清晰并解

决了问题,但是相较之下显然此法思维路径长、使用

的公式多、运算量大,是多数学生无法逾越的障碍,看
到复杂的运算结果很多学生在紧张而有限的考试时

间内,很可能会败下阵来选择放弃.
证法 4　 ①当直线 l 斜率不存在时,直线 l 方程为

x = 2,直线 l 与抛物线 C 交点为 A(2,2)与 B(2,- 2),

AB = 4, OA = 2 2 , OB = 2 2 , 所以 AB 2 =
OA 2 + OB 2,即 OA⊥OB,所以原点 O 在圆 M 上.

②当直线 l 斜率存在时,设直线方程为 y = k(x -

2),联立
y = k(x - 2),
y2 = 2x,{ 得 k2x2 - (4k2 + 2)x + 4k2 = 0.

当 k≠0 时,△ = (4k2 + 2) 2 - 16k4 > 0,此时直线与抛

物线有两个交点,设 A(x1,y1),B(x2,y2),由韦达定理

x1 + x2 = 4 + 2
k2 ,x1x2 = 4,则 y1y2 = k(x1 - 2)·k(x2 -

2) = k2[x1x2 - 2( x1 + x2) + 4] = - 4,y1 + y2 = k( x1 -

2) + k ( x2 - 2) = k ( x1 + x2 - 4) = 2
k . 又 AB 2 =

( 1 + k2 x1 - x2 )2 = (1 + k2)[(x1 + x2)2 - 4x1x2] =
16k4 + 20k2 + 4

k4 .

由两点间的距离公式,得 OA 2 = x2
1 + y2

1, OB 2 =
x2
2 + y2

2,则 OA 2 + OB 2 = x2
1 + y2

1 + x2
2 + y2

2 .

而 x2
1 + x2

2 = (x1 + x2) 2 - 2x1x2 = 8k4 + 16k2 + 4
k4 ,同

理 y2
1 + y2

2 = 8k4 + 4k2

k4 ,从而有 AB 2 = OA 2 + OB 2,

即 OA⊥OB,所以原点 O 在圆 M 上.
评析　 此解法与上述解法比较,运算难度最大,

先后使用了韦达定理、勾股定理、两点间距离公式、弦
长公式,需要具备良好的知识储备和运算能力.

以上四种解法都是通过引入斜率 k,基于设直线

的点斜式方程,联立方程进行证明的,需要注意的是,
设直线的点斜式方程会遗漏掉斜率不存在的情形,每
种解法都要对斜率不存在的情形进行说明,通过解法

对比也可以看到,在直线方程一定的情况下,要选择

思维路径短的解法,利用向量这一有力工具可以规避

掉复杂的运算.
视角 2　 避免讨论斜率引入参数 m,设直线方程

为 x =my + 2.
证法 5　 ①当直线 l 斜率为 0 时,直线 l 方程为

y = 0,与抛物线 C 只有一个交点,不符合题意.
②当直线 l 斜率不为 0 时,设其方程为 x = my +

2,联立
x =my + 2,
y2 = 2x,{ 得 y2 - 2my - 4 = 0. 因为△ =

4m2 + 16 > 0,此时直线与抛物线有两个交点.
设 A(x1,y1),B(x2,y2),由韦达定理 y1 + y2 = 2m,

y1y2 =- 4,则 x1x2 =
y2
1

2 ·
y2
2

2 = 4.

又OA→·OB→ = x1x2 + y1y2 = 0,所以 OA⊥OB,即原

点 O 在圆 M 上.
评析　 对比以上解法,不难发现这样设直线方程

降低了运算难度,避免了对斜率存在与否的讨论,优
化了解题步骤. 一般如果动直线过 x 轴的定点( c,0),
可将方程设为 x = my + c,这样可以起到简化运算,避
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免讨论斜率存在与否的作用. 但需注意这样设直线方

程遗漏掉了 y = 0,需要加以说明.
视角 3　 “齐次化”解法,设直线方程为 mx + ny =1.
证法 6 　 ①当直线 l 过原点时,直线 l 方程为

y = 0,与抛物线 C 只有一个交点,不符合题意.
②当直线 l 不过原点时,设直线 l 方程为 mx +

ny = 1,与抛物线方程 y2 = 2x 联立,将方程齐次化变形

为 y2 = 2x(mx + ny),整理,得 y2 - 2mx2 - 2nxy = 0,同
除以 x2,得方程 k2 - 2nk - 2m = 0,则 kOA,kOB为该方程

的两根. 由韦达定理 kOA·kOB =- 2m,又因为直线过点

(2,0),所以 2m = 1,即 kOA·kOB = - 1,所以 OA⊥OB,
即原点 O 在圆 M 上.

评析　 直线与圆锥曲线综合问题中出现直线斜

率之积、斜率之和为定值,可巧设直线方程,利用齐次

化解法简解问题. 但需注意,这样设直线方程的缺点

是不能表示过原点的直线,所以需要特别说明. 更一

般地,如果直线交点为( x0,y0 ),则需设直线方程为

m(x - x0) + n(y - y0) = 1,再将曲线方程中的 x,y 分

别变形为(x - x0) + x0,(y - y0) + y0,展开之后和直线

方程为 m(x - x0) + n(y - y0) = 1 联立使曲线方程二

次齐次化,方程两边同除以(x - x0) 2 得到斜率 k 的一

元二次方程,再使用韦达定理求解.
视角 4 　 利用直线的参数方程,设直线方程为

x = 2 + tcosθ,
y = tsinθ{ ( t 为参数) .

证法 7 　 过点 (2,0 ) 的直线 l 的参数方程为

x = 2 + tcosθ,
y = tsinθ{ ( t 为参数), 代入 y2 = 2x, 化简, 得

t2sin2θ - 2tcosθ - 4 = 0.
设点 A,B 对应参数分别为 tA,tB,则点 A,B 坐标

分别为(2 + tAcosθ,tAsinθ),(2 + tBcosθ,tBsinθ) .

由韦达定理,得 tA + tB = 2cosθ
sin2θ

,tA tB = - 4
sin2θ

,OA→·

OB→ =4 +2( tA + tB)cosθ + tA tB,代入化简,得OA→·OB→ =
0,所以 OA⊥OB,即原点 O 在圆 M 上.

评析　 利用参数方程解决解析几何问题,总会给

人一种耳目一新的感觉,因本题中的动直线过定点,
可以利用直线的参数方程进行证明.
2. 2　 第(2)问解析

视角 1　 在直线方程设为 y = k(x - 2)的情形下

求参数 k 值.

解法 1　 由证法 1 结论知 x1 + x2 = 4 + 2
k2 ,x1x2 =

4,y1y2 =- 4,y1 + y2 = 2
k ,圆心坐标为 M(2 + 1

k2 ,
1
k ),

PA→·PB→ = x1x2 + y1y2 - 4(x1 + x2) + 2(y1 + y2) + 20.
又P(4,- 2)在圆上,故PA→·PB→ = 0,化简,得 k2 + k -
2 = 0,解得 k = 1 或 k =- 2.

当 k = 1 时,直线 l 方程为 x - y - 2 = 0,圆心坐标

为(3,1),圆的半径为 10 ,圆 M 方程为( x - 3) 2 +
(y - 1) 2 = 10;

当 k =- 2 时,直线 l 方程为 2x + y - 4 = 0,圆心坐

标为 ( 9
4 ,- 1

2 ), 圆的半径为
85
4 , 圆 M 方程为

(x - 9
4 ) 2 + (y + 1

2 ) 2 = 85
16.

解法 2 　 由 证 法 3, 得 圆 M 的 标 准 方 程 为

(x - 2 - 1
k2 )

2 + (y - 1
k ) 2 = (1 + k2)(1 + 4k2)

k4 .

又点 P 在圆上,故将 P(4,- 2)代入圆的方程,化
简,得 k2(k2 + k - 2) = 0.

解得 k = 0(舍),k = 1 或 k =- 2.
当 k = 1 时,直线 l 方程为 x - y - 2 = 0,圆 M 方程

为(x - 3) 2 + (y - 1) 2 = 10;
当 k =- 2 时,直线 l 方程为 2x + y - 4 = 0,圆 M 方

程为(x - 9
4 ) 2 + (y + 1

2 ) 2 = 85
16.

视角 2　 在直线方程设为 x = my + 2 的情形下求

参数 m 值.
解法 3 　 由证法 5,得 y1 + y2 = 2m, y1y2 = - 4,

x1x2 = 4,x1 + x2 = m(y1 + y2) + 4 = 2m2 + 4,圆心坐标

为M(m2 + 2,m),PA→·PB→ = x1x2 + y1y2 - 4(x1 + x2) +
2(y1 + y2) + 20.

又 P(4,- 2)在圆上,故PA→·PB→ =0.

化简,得 2m2 -m - 1 = 0,解得 m = 1 或 m =- 1
2 .

当 m = 1 时,直线 l 方程为 x - y - 2 = 0,圆心坐标

为(3,1),圆的半径为 10 ,圆 M 方程为( x - 3) 2 +
(y - 1) 2 = 10;

当 m =- 1
2 时,直线 l 方程为 2x + y - 4 = 0,圆心

坐标为 ( 9
4 ,- 1

2 ),圆的半径为
85
4 ,圆 M 方程为

(x - 9
4 ) 2 + (y + 1

2 ) 2 = 85
16.

视角 3 　 在直线方程设为
x = 2 + tcosθ,
y = tsinθ{ ( t 为参

数)的情形下,求 tanθ 值.
解法 4　 由证法 7 知 A,B 坐标分别为(2 + tAcosθ,
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tAsinθ),(2 + tBcosθ, tBsinθ) . 由 tA + tB = 2cosθ
sin2θ

, tA tB =

- 4
sin2θ

,所以PA→ = (-2 + tAcosθ,2 + tAsinθ),PB
→ = (- 2 +

tBcosθ,2 + tBsinθ),PA
→·PB→ = tA tB + 2( tA + tB) (sinθ -

cosθ) + 8.
化简整理,得

PA→·PB→ =4(2sin2θ - cos2θ + sinθcosθ - 1)
sin2θ

.

又点 P 在圆上,故PA→·PB→ =0.
则 2sin2θ - cos2θ + sinθcosθ -1 =0.
即 sin2θ -2cos2θ + sinθcosθ =0.
因为直线斜率 k = tanθ,所以两边同除以 cos2θ 得

k2 + k -2 =0,解得 k =1 或 k =-2.

当 k = 1 时,由 tanθ = 1 解得 cosθ = sinθ = 2
2 ,此时

直线 l 参数方程为

x = 2 + 2
2 t,

y = 2
2 t

ì

î

í ( t 为参数),消参得直

线 l 方程为 x - y - 2 = 0,由弦 AB 中点对应参数 t =
tA + tB

2 = cosθ
sin2θ

= 2 ,代入直线 l 参数方程得圆心坐标

为(3,1),易知圆的半径为 10 .
故圆 M 方程为(x - 3) 2 + (y - 1) 2 = 10.

当 k =- 2 时,由 tanθ =- 2 解得 cosθ =- 5
5 ,sinθ =

2 5
5 ,此时直线 l 参数方程为

x = 2 - 5
5 t,

y = 2 5
5 t

ì

î

í ( t 为参数),

消参得直线 l 方程为 2x + y - 4 = 0. 由弦 AB 中点对应

参数 t =
tA + tB

2 = cosθ
sin2θ

= - 5
4 ,代入直线 l 参数方程得

圆心坐标为( 9
4 ,- 1

2 ),圆的半径为
85
4 .

故圆 M 方程为(x - 9
4 ) 2 + (y + 1

2 ) 2 = 85
16.

评析　 直线与圆锥曲线综合性问题作为解析几

何中的经典问题,解决此类问题的原则是:“提前预估

运算量,合理选择直线方程,力求简化运算过程” . 事
实上,在齐次化解法的基础上亦可解题,但因运算过

程复杂,不再赘述. 就本题在不同的视角下的解法而

言,首先要特别注意不同直线形式下遗漏掉的情形,
对遗漏掉的情形在解题时要提前阐明,以确保解法的

完备性;另外,不同的直线方程形式下要选择相应的

知识和方法完成整个运算过程,要熟练相关知识与方

法才能够有效地规避复杂而无法在短时间内完成的

计算,提高解题的效率;再次要认识到利用齐次化解

法、直线参数方程等解题是辅助手段. 虽然这些方法在

选填题中可能会简化运算,但这些方法都有各自适用的

情形,不可一味追求而忽视对于通性通法的练习.
3　 教学建议

通过对题目的多角度分析,在圆锥曲线备考教学

中,有以下一些建议:
(1)要力争让学生在解题过程中找到捷径,不能

只依赖老师的讲解与启发,其实“经历”是最好的老

师,一道题目的多解为他们打开了思路,但只有亲身

体验,让学生经历分析问题、解决问题的完整过程,才
能让他们深刻领悟不同方法,找到适合自己的解题

捷径.
(2)教师要深入研究试题,提高专业化水平. 通过

研究解法提升思维能力,精熟解题思路,为学生减负.
(3)解题教学中应以通性通法为主,技巧为辅. 解

题中奇招妙招的点缀,可以发散学生思维,有助于学

生构建知识网络,是不能缺少的,但不可喧宾夺主.
(4)强化数学运算能力. 平时训练要练到位,如果

只注重训练思维,却忽视动手操作能力,带来的后果

可能就是在考试解题时动笔就错,所以必须依托具体

的题目提升运算基本功;另外题后的思想方法提炼必

不可少,它可以使学生的认知水平达到一个更高的层

次,提升思想方法基本功.
(5)关注选修知识,重视知识交汇. 事实上,解析

几何题目中,圆锥曲线参数方程也常常可以作为题目

的突破口,所以对选修部分的极坐标与参数方程,应
该高度重视,除此之外,解析几何与向量、导数、不等

式、三角函数、数列等知识往往交汇命题,所以也应该

关注知识的交汇.
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