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  摘  要 ：以深度学习为目标的深度教学 ，是当下课堂教学改革的必然选择 ．它重在引导学生深度参与学

习过程并深刻把握学习内容 ，通过交互式的学习方式 ，激活原有认知结构 ，激发内部学习动机 ，激起思维与情

感的体验 ，有效落实教学核心素养 ．其表现在讲清知识的源起生成 ，构建情境使得所学知识灵活应用 ，创设合

适条件进行知识迁移学习这三个方面 ．
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  《普通高中数学课程标准（２０１７ 版）》 的实施

将数学核心素养的发展推向了新的高度 ，其六大

关键能力的获得依赖于对数学知识与技能的深层

次学习 ，因而以深度学习为目标的深度教学成为

了当下课堂教学改革的必然选择 ．

何为深度学习 ？ 郑毓信将其与“浅度学习”

做对比时指出 ，浅度学习主要依靠死记硬背与机

械模仿 ，满足于内容的简单积累 ，最终造成了“知

识碎片化”的现象［１］
．深度学习则有效地避免了

学习的肤浅化 ，重视对知识三个维度的认识 ：第

一 ，关注怎么来 ，即知识的来龙去脉 、发生过程 ；第

二 ，关注怎么用 ，即知识如何纳入到已有认知结

构 ，形成基本的数学能力以解决新情境下的新问

题 ；第三 ，关注怎么走 ，即知识之间如何交融与综
合 ，发展到新一层次的认知水平 ．基于深度学习的

特点 ，深度教学重在引导学生深度参与学习过程

并深刻把握学习内容 ，通过交互式的学习方式 ，激

活原有认知结构 ，激发内部学习动机 ，激起思维与

情感的体验 ，有效落实数学核心素养 ．

1  追根溯源 ——— 理解知识的内涵

在传统教学中 ，教师为争取更多训练时间 ，对

知识概念通常进行粗放地介绍甚至直白告知 ，致

使学生的学与教师的教难以产生共鸣 ．而深度学

习扎根于知识间的联系 ，注重揭示知识的内涵 ，让

学生感悟知识生成的背景和意义 ．

以“基本不等式”的新授课为例 ，有学生提出

两点疑惑 ： （１） 为什么将 “a ，b ＞ ０ ， ab ≤

a ＋ b
２

（当且仅当 a ＝ b时取等号）（ * ）”起名为基

本不等式 ？ （２）既然（ * ）可以看成是“a ，b ∈ R ，

a２ ＋ b２ ≥ ２ ab（当且仅当 a ＝ b时取等号）”的推

论 ，它比（ * ）更一般 ，为何不将该不等式称为基

本不等式 ？遇此情景 ，许多教师会因课时紧张或

难以回答而敷衍过去 ，但仔细思考 ，学生提出的问

题不仅不无聊 ，而且具有本源性 ．从知识的生发角

度看 ，从小学到初中 ，最基础的运算便是加法与乘

法（减法与除法分别为其逆运算） ，而不等关系又

是数学中最为普遍的关系 ，（ * ）则沟通了和式结

构与积式结构的基本关联 ，而且（ * ）还可以推广

到 n个正数 ．从知识的认知过程来看 ，（ * ）的证明

方法多样 ，包括作差比较 、构造函数或方程 、向量 、

复数等代数方法 ，射影定理 、赵爽弦图 、正交（斜

交）切分方块等平几手段［２］
，蕴含了丰富的数学

 图 １

思想方法 ．其中一个

常见的几何解释是

（如图 １） ：圆的半径长

（OE ＝
a ＋ b
２

）不小于

半弦长（BE ＝ ab ） ，

这里涉及到的圆又被

称为是最优美的基本
图形 ，种种根本性的因素使得（ * ）区别于其它不

等式而“更有资格”称为基本不等式 ．在深度教学

中 ，教师需选讲部分内容让学生理解基本不等式

背后不凡的意义 ，这实际上是回归到知识的本源

和内涵 ，从中挖掘出的浓浓数学味无疑能让学生

体会到无尽的数学美 ．

另外 ，在“基本不等式” 的习题课上 ，一些教

师习惯将基本不等式“拓展” 为基本不等式链 ：

２

１

a ＋
１

b
≤ ab ≤

a ＋ b
２

≤
a２ ＋ b２

２
，随后赋予

一系列“高大上”的名字 ，而这让学生在感叹之余

只觉突兀 ，有些教师则进行了严密的代数证明 ，但
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学生仅凭机械验证很快就没有印象了 ．其实 ，拓展

未尝不可 ，但需注重新旧知识间内涵的钩联 ．比如

 图 ２

给出不等式链后 ，可

以借助学生熟悉的

图 ２ 让其进一步挖

掘 ：既然 ab 和a ＋ b
２

均可以在图 ２ 中找到

几何对应 ，那
２

１

a ＋
１

b

和
a２ ＋ b２

２
有几何对应

吗 ？是什么呢 ？问题瞬间激起学生的探索欲 ，想

到将
２

１

a ＋
１

b

变形为
２ ab
a ＋ b ，但又无法继续了 ，教师

就提示将
２ab
a ＋ b 与 ab 、

a ＋ b
２
联系起来 ，于是继

续变形 ：
２ab
a ＋ b ＝

（ ab ）２
a ＋ b
２

＝
BE２

OE ，设 H ＝
２ab
a ＋ b ，则

H
BE ＝

BE
OE ，这恰是相似的比例式 ，故想到过 B 作

BF ⊥ OE于 F ，则 H ＝ EF ；另一方面 ，
a２ ＋ b２

２

比半径还大 ，说明可以试着构造一个以半径为直

角边长 ，
a２ ＋ b２

２
为斜边长的直角三角形 ，那另一

条直 角 边 长 就 是
a２ ＋ b２

２
－

a ＋ b
２

２

＝

a － b
２

２

＝
a － b
２

，这恰是 OB长 ．故过 O作

OM ⊥ AC 交半 圆 于 M ， 则
a２ ＋ b２

２
＝

OM２
＋ OB２

＝ BM ．这样 ，基本不等式链就在同

一个半圆内被完整地表示了出来（EF ≤ BE ≤

OE ≤ BM ） ，而且均在 O与B重合（即 a ＝ b）时取
等号 ．学生直呼妙哉 ，教师便顺势提出 ：除了半圆 ，

还能构造其它图象来解释这个基本不等式链吗 ？

于是引导学生翻看课本（苏教版必修 ５第 １０６页）

去自主探索如何利用梯形来证明基本不等式链 ．

事实上 ，在接受新知识时 ，原有知识结构会有本能

的排外反应 ，深度教学则从学生熟悉的要素出发 ，

注重理性与感性 、抽象与具体的交融 ，让学生看到

知识产生的因果关联 ，真正理解和内化知识 ．

2  情境建构 ——— 促发知识的应用

基于高中生的认知程度 ，要使他们在数学学

习的过程中获得深度体验 ，情境的有效建构是必

不可少的 ．正如心理学家克劳德 ·巴斯蒂安所说 ，

认识的进化并非朝向建立愈来愈抽象的认识 ，而

是朝向把他们放置到背景中［３］
．因此 ，在教学中应

充分利用学科知识 、环境资源与学生的心理特点 ，

建构适宜的情境来深入学习数学 ．

例如笔者通过观察 ，发现学生每节课会习惯

性地看挂钟 ，于是在函数复习课上提出 ：大家猜猜

你们站在什么位置看黑板上方的挂钟视角最好 ？

问题抛出后立即引起学生的热烈探讨 ，一部分学

生凭肉眼猜测 ，一部分学生打算站在不同位置观

察体验 ，一部分学生提议要测量挂钟直径 、悬挂高

度等数据 ，一部分学生则认为先要画设计图分析

再测量数据 ．大家各抒己见后统一了研究方法 ：首

先确定视角最好的数学意义是指视角最大 ，并且

是在挂钟正前方的某个位置才能达到视角最佳 ．

随后 ，将挂钟的上沿 M 与下沿 N 、墙壁 、观察位置

 图 ３

P 抽象在一个截
面里 （如图 ３） ，

原问题转化为

“点 P 距离直线
MN 多 远 时 ，

∠ MPN 最大 ？ ”

为了便于计算 ，

需再对问题数学
化 ：“过 P作 PH ⊥ MN 交 M N 延长线于 H ，设

MH ＝ m ，NH ＝ n ，则 PH 为多少时 ，∠ MPN 最
大 ？ ”学生随即想到可用不同的方法解决 ，如使

用余弦定理 、向量知识 、两角差的正切公式（比较
下来此方法最佳） ，甚至利用与外接圆有关的平面

知识来刻画 ∠ M PN ，再结合导数 、基本不等式等

有关方法得到 PH ＝ mn 时 ，∠ MPN最大 ．于是

只需要再测量出有关数据 ，就可以知道最佳观察

点了 ．

再比如笔者了解到班级很多男生喜欢看台球

比赛 ，于是设计了如下问题 ：台球是起源于欧洲的

一项高雅室内运动 ，通过击中目标球或者对方失

误而得分 ．现在台面上有一只白色母球 ，击打它后

要使它碰到蓝色目标球 ，该怎样控制球杆的方向

呢 ？由于是以真实的体育项目作为问题背景 ，顿

时吸引了学生的“玩劲” ，分析击打台球后球是沿

着直线运动 ，于是画出俯视图 ，将台球分别抽象为
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圆 A 、圆 B ，问题归结为 ：找到一个方向 ，使得圆 A
的圆心在此方向上运动时 ，两圆有交点 ．笔者追

问 ：（１）在 A 运动的过程中两圆一直要有交点
吗 ？ （２）什么叫找到一个方向 ？怎么确定 ？问题

（１）让学生意识到圆 A 在运动中只要能与圆 B有
公共点即可 ，这是存在性问题 ．问题（２）引导学生

想到可以用斜率或倾斜角来刻画方向 ，故需通过

建系对问题进行转化 ：平面直角坐标系 x Oy 中 ，

圆 B ：x ２
＋ y２

＝ r２ ，A （a ，b） ，直线 l过点 A 且斜率
为 k ，若 l上存在一点 P ，使得以 P为圆心 ，r为半
径的圆和圆 B有公共点 ，求 k的取值范围 ．这是一

个解析几何问题 ，如果对圆 B 和点 A 的位置稍加
变化 ，就成为了 ２０１２年江苏高考题第 １２题（PPT
展示） ，学生“恍然大悟” ，原来体育问题还能改编

成高考题 ，而高考题的背后竟然还隐藏着“秘

密” ！欣喜之余 ，再次把课堂氛围推向高潮 ．

波利亚认为 ，良好的组织使得所提供的知识

容易用上 ，这甚至比知识的广泛更为重要 ．深度学

习不刻意加深知识内容本身的难度 ，而注重对知

识内容的综合应用 ．因此 ，深度教学首先要求教师

自身进行深度学习 ，善于发现并建构情境 ，促发学

生将已有的知识（包括技能与思想）应用到那些

不再有明确数学脚手架的陌生情境中 ，让他们经

历从感性猜测到理性验证 ，从设计方案到实际测

量 ，从数学运算到结果解释的过程 ．久而久之 ，不

仅能使学生体验到数学的实用价值 ，更对实现“三

会”的核心目标大有裨益 ．

3  迁移学习 ——— 深化知识的发展

有学者在对国内数学深度学习的研究进行综

述后将其特征归纳为四点 ：深度理解 、深度探究 、

深度体验 、深度思维［４］
．其中深度思维指向学生的

高阶思维 ，包括对知识的自主学习与创新 ，这要求

学生在面对问题（尤其是具有挑战性的问题）时

具有敏锐的洞察力 ，批判性的眼光和发散性的思

考 ，而这方面能力的培养 ，笔者比较推崇实施迁移

学习策略 ．

例如 ，在评讲苏锡常镇一模试卷的解析几何

题时 ，笔者与学生展开了以下探究 ．

题目  已知 O 为坐标原点 ，椭圆 C ：
x ２

４
＋

y２
＝ １的右焦点为 F ，右准线为直线 n ．（１）略 ；（２）

已知直线 l上有且仅有一个点到 F的距离与到直

线 n的距离之比为 ３

２
，直线 l与直线 n交于点 N ，

过 F作 x 轴的垂线 ，交直线 l 于点 M ，求证 ：
FM
FN

是一个定值 ．

问题的关键在于将条件翻译为“ l与椭圆C相
切” ，设直线 l ：y ＝ kx ＋ t后与椭圆方程联立 ，利用

Δ ＝ ０得到 k与 t的关系 ，并表示出 M ，N的坐标 ，

最后代入化简
FM
FN 的表达式得出定值是

３

２
．一些

学生得到结果后产生疑惑 ：比值竟然是椭圆的离

心率 ，这是巧合吗 ？ 教师顺势提问 ：如果不是巧

合 ，你们能提出一般性的命题吗 ？经过一番思考 ，

学生给出猜想 ．

猜想  已知椭圆 C ：
x ２

a２ ＋
y２

b２ ＝ １（a ＞ b ＞ ０）

的右焦点为 F ，右准线为直线 n ．若直线 l与 C相
切且与 n交于点 N ，过 F作 x轴的垂线交直线 l于

点 M ，则
FM
FN ＝ e ．

类比原问题的解法 ，学生很快验证了猜想（成

为结论 １） ，获得了一定的满足感 ．笔者继续追问 ：

椭圆是一类特殊的圆锥曲线 ，大家还有没有更大

胆的想法 ？课堂气氛被点燃 ，有学生举手提出双

曲线和椭圆“差不多” ，肯定也有类似结论 ！但抛

物线和它们“长得”不太一样 ，认为应该没有相关

结论 ．笔者提问 ，抛物线有焦点 、准线 、离心率吗 ？

抛物线有切线吗 ？ 既然都有 ，那问题的本质属性

有变化吗 ？此时学生若有所思 ，觉得抛物线也可

以研究 ．于是笔者将他们分成两大组 ，一组研究双

曲线 ，一组研究抛物线 ，任务是提出相关猜想并进

行证明 ，然后上台展示和说明 ．最终得出两个新

命题 ：

结论 2  已知双曲线 C ：
x ２

a２ －
y２

b２ ＝ １（a ＞ ０ ，

b ＞ ０）的右焦点为 F ，右准线为直线 n ．若直线 l
与 C相切且与 n交于点 N ，过 F作 x 轴的垂线交

直线 l于点 M ，则
FM
FN ＝ e ．

结论 3  已知抛物线 C ：y２
＝ ２ p x （p ＞ ０）的

焦点为 F ，准线为直线 n ．若直线 l与C相切且与n
交于点 N ，过 F作 x 轴的垂线交直线 l于点M ，则
FM
FN ＝ e ＝ １ ．

将以上三个结论进一步概括 、提炼得到结

论 ４ ．

（下转第 ３８页）
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心属性 ，拓展新思维 ．以“K 型图” 为例抛砖引玉 ，

整体构建知识点的教学 ，培养学生发现 、提出 、分

析和解决问题的能力 ，培养学生的创新思维意识 ，

打开学生数学思维的大门 ，克服数学焦虑 ，活化数

学学习 ．
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结论4  已知 F为圆锥曲线的焦点 ，l为圆锥曲
线的切线且与 F对应的准线 n相交于 N ，过 F作 F

所在对称轴的垂线并交直线 l于点 M ，则
FM
FN ＝ e ．

从课堂效果看 ，学生全程参与了知识发展的

过程 ，利用知识结构的相似性积极迁移数学思想

方法 ，不断获得新的知识 ．此时 ，一位学生突然举

手 ，原来他发现
FM
FN 的值是离心率 ，而根据圆锥曲

线的第二定义 ，圆锥曲线上的点到焦点的距离比

上到相应准线的距离也是离心率 ，两者之间可不

可以联系起来 ？这一想法让其他学生包括笔者在

 图 ４

内都大呼惊讶 ，一

起讨论后决定以椭

圆为例尝试探索 ．

如图 ４ ，设 l与椭圆
切于 P ，过 P 作
PH ⊥ n交 n于 H ，

由 第 二 定 义 知

PF
PH ＝ e ，根据结论

１知
FM
FN ＝ e ，所以 PF

PH ＝
FM
FN ，整理得 PF · FN ＝

FM · PH ，而 FM · PH ＝ ２S △ FPN ，所以 S △ FPN ＝

１

２
FM · PH ＝

１

２
PF · FN ，另一方面 S △ FPN ＝

１

２
PF · FN · sin ∠ PFN ，联立得 sin ∠ PFN ＝ １ ，

所以 ∠ PFN ＝ ９０° ，这说明 FP ⊥ FN ．这一发现

将课堂氛围推向高潮 ，笔者和学生很快对结论进

行一般化 ．

结论5  设 F为椭圆C的一个焦点 ，n为相应
准线 ，过椭圆 C上一点 P作椭圆的切线交 n于点
N ，则 FP ⊥ FN ．

在课后 ，通过学习小组的讨论研究 ，发现结论

５ 实际上提供了一种作椭圆一点处切线的方案

（过焦点 F作 F与椭圆上点 P连线的垂线并交相
应准线于点 N ，PN 就是椭圆的切线） ．结论 ５还

可以有其他证法 ，而且该结论在双曲线与抛物线

中依然保留 ⋯ ⋯ 反思教学过程 ，种种知识的发现

并非是学生（甚至是教师）意料之内的 ，而是在迁

移学习中举一反三 ，打通个体知识间的关联 ，逐渐

形成新的认知结构 ．由此可知 ，在以问题解决为核

心任务的教学中 ，深度学习需要建立在一个良好

的母题之上 ，在教师的协助（组织 、提示 、补充）下

以学生为主体进行迁移学习 ，自主挖掘知识的内

部属性 ，实现知识的结构重组 ，在深化知识发展的

同时升华数学思维品质 ．

总而言之 ，深度教学是促使深度学习的理念

跳出纸面 ，走进课堂 ，落到实处的深度实践 ，它承

担着培养数学核心素养的重大使命 ．从这个意义

上来说 ，深度教学应具有其明确特征 ，它表现在讲

清知识的源起生成（回答怎么来） ，构建情境使得

所学知识灵活应用（回答怎么用） ，创设合适条件

进行知识迁移学习（回答怎么走） ，以使学生在这

样的深度学习中获得能力和素养 ，这甚至可以延

伸应用到其他学科的学习与发展中 ．
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