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引元搭桥，变式探究，提高数学运算素养
324000 浙江省衢州博文中学 林关琳

311121 浙江省杭州二中未来科技城学校 李 盛

摘要：笔者由一道联考压轴题，思考总结出换元搭桥的解题方法，并进行变式探究和方法的类推

应用．通过总结归纳，发现引元搭桥不仅可以使此类问题迎刃而解，而且能够很好地优化学生的数

学思维，提高解题效率，发展其数学运算素养．
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一、问题提出

2020年11月，浙江衢州、丽水、湖州高三教学

质量联合检测中有这样一道填空压轴题．

题1 若实数z，Y满足(2x+~／422+1)·

(y+√而)24，则xWy的最小值是——．
这是一道非常典型的二元最值题，条件复杂，初

看之下似乎令人无从下手．注意到(、压7可)2一
(2x)2=(∥而)2一y2=1，采用整体换元搭桥的
方法化生为熟，就能转化为学生熟悉的“积定和(最)

小”型问题加以解决．

解：设n=2x+~／422+1，6=y+√y2+1，则n

>0，b>O，且ab=4，(口一2x)2—4x2+1，(6一y)2=

y2+1，整理可得T一氅}一号一忐一号一丽b，y一

盟=鱼一丽a=虿b一号，所以T+y=一a8．,17b6一≥2b 2一=一一一=一．HrrI，J，r十^I=一2口6 2 8”“一“。。 8。16
7

√詈·篙一≤}．当且仅当詈一篙，n6—4，即a一
／酉，6一导伍时等号成立，故工，+Y的最小值为
，A
4

’

评注：多变量的最值问题综合性强、形式多变、

技巧性强，是最值求解问题中的一个难点．这里用的

整体换元法，起到了重要的桥梁作用，将函数、不等

式等核心知识紧密联系起来，顺利解决了问题．

二、变式探究

继续采用引元搭桥的方法，对题1进行变式探

究，额外收获十分丰硕．

1．改变条件的呈现方式

变式1 若实数n y满足4~／y2+1一

√4丁2+1=2x+4y，则．-c+y的最小值是——．
在题1所给等式两边同乘以~／3，2+1一y，可得

2x+~／4T2+1=4(痧+l--y)．等价变形即得
4~／y2+1一~／4．r2+1=2．r+4y，所以答案仍为

0匦
■广‘

变式2 若实数T，Y满足(2x一~／4T2+1)·

(y一∥而)2÷，则x+y的最小值是——．
答案为』娑．此变式与题1完全等价，过程略．

2．改变目标函数的形式

变式3 若实数n Y满足(2x+~／4T2+1)·

(了+∥而)一4，则-ry的最大值是——，
．r2+y2的最小值是——．

解：设n=2．_r+~／4．r2+1，b—Y+~／y2+1，则

n>o，b>0，且ab一4，同题1，可知xy一

(号一去)(导一号)=警+丽ba一砭1 cn2+62，≤

墨一而ab一五9，当n一6时取等号．z2+y2一

(百a一五1)2+(虿b一去)2一矗盘2+器62一百5≥

掣·矗n2一薷，即2口一／丙6时取等号．
所以．ry的最大值是南，．，r2+y2的最小值是

!巫二!Q
16

若同时将条件的“乘积”形式改为“和”式，目标

函数x+y改为2x+y，可得变式4．

变式4 若实数T，Y满足(2x+∥5巧可)+
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(y+∥芦干T)24，则2x+y的最小值是

解：设a=2x+棚而，6=y+以习可，则n
>0，6>o，且n+6钆于是T=等旷等，2T

解：设口=T+厢，6=y+而，则n>
0，b>O，且ab=4，则(口--x)2一z2+1，整理可得z一

盟=旦一生=旦一鱼，同理3，=ib2a 2 2ab 2 8 一号，则有一=一=一一一．1口It啪1，一一．U¨l眉”⋯一。 2 8⋯””

+y一等+等一丛篙业≤2一乏≤AT+卢y 2(砉一引盘+(号一告)6≥

2一石车萨=导．当且仅当n=6=2时等号成立

所以2．r+y的最小值是号．
3．将条件一般化

变式5 若实数n y满足(2z+√聂FF『)·

(y+∥而)=t，t>2，则z+y的最小值是
此变式与题1解答过程完全类似，解答过程如下．

解：设a=2x+红：F玎，6=y+厢测n
>0，b>O，且ab=t，(口一2x)2=4x2+1，(b--y)2=

yz+l，整理可得z=譬}一百a一面b一百a一面b，y=

盟=鱼一旦=鱼一a，所以z+y=(百12b 2 2ab 2 2t 一去)乜一=一一一=一一一．Ⅲrl，f T十1I=I一一一In”“⋯‘‘。＼4 2f，一

+(丢一丢)6≥2们弓F再再
笪!!￡；2 1；￡1 2

2t
’

当且仅当(丢一瓦1)口=(÷一丢)6，口6=t，即口

=～飞／t(2f—t--21)-，6=√笔等旱时等号成立，故z+y
的最小值为堑丛￡墨共业．

将变式5条件中的等式改为不等式，有额外收获．

结论1：若实数z，Y满足(2x+√再【盯)·

(y+杉芦干T)≥t，t>2，则z+y的最小值是

．厅万i万砭而
2t

‘

4．局部宇母变换

在不等式(1)的条件中作替换，令号一z，得变
式6．

变式6 若o<寄<弘<4叉，实数T，y满足
(．r+~／≯于可)(y+~／而)一4，则AT+Py的最
小值是 ．

抓舜F百再=迥孚
当且仅当(告一詈)口=(等一告)6，结合n6=4，

三、方法的类推应用

在解答数学竞赛题与高考模考题中，引元搭桥

的方法应用广泛，下面举例说明它在解题中的妙用．

1．简化目标函数

例1(2020年甘肃省预赛试题) 设．T，Y均为

正数，则M2i睾≥+孚的最小值为丁1-JV Z

分析：题目给出的关系式M=-_睾b+挚中，两
个相加的分式j警，型的分子和分母中T，y的次

．r1-JV T

数都是一次的，可以多元归一简化问题．

解：令产詈，则f>o，M=F％+3户r％+

(1+3f)一1≥2√r≠五(1+3￡)一1=3，当且仅当
F％一1+3f，即f=告时取得等号，所以M的最小
值为3．

例2 已知z>O,y>o，且T+8y+3≤导+专，
求普的最大值．

Z1_厶V

解：设r一孑xFy巧，则f>。，了1一旦x+土y．于是T

+8y+3≤吾+—号=了I，所以T+8y=f(T+8y)(导
+土)一f(10+互+垃)≥f(10+2√丽)一18f(当

Y ≯ 置

王=些即Ir一4y时取等号)，故÷一3≥．r+8y≥
V Z ／-

18fjo<f≤丢．因此而xy HY取八LEL州百1，此时f一
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百，z2l，3，2百·

评析：结论代换是简化目标函数的一种好方法．

2．简化条件

例3(2021年4月台州二模一16) 已知z，Y∈

(O，+∞)，a∈R，若(z—Y+sin20／+1)(z+3y一

2sin2a)=2，则3T+Y的最小值为 ．

解：令{优2T-．”y士i o：ll”ij寸1，则条件转化为m行解：令{竹：z+3v一2si二a ，则条件转化为m行

----2，消去sin2口，结合基本不等式得3z+y+2—2m

+行≥2~／2扰行-----4，故3z+y≥2，当m=1，胛一2取等

号，故3z+y的最小值为2．

例4(2021年4月稽阳高三联考一15) 已知z，

yE R且满足2x2一y2+xy一2，则z2+2y2的最小

值是 ．

解：由(2x—Y)(z+y)一2，设{， ．。，即
f口2Zz—V

Iy一—百一

：生±型}三鲨≥望堑掣一下4V百---4，当且仅当
3

／
3 3

’j且队j

口：万6，口6—2时等号成立．所以答案为兰垒；．

评析：当已知等式或所求代数式能因式分解时，

通过双换元把已知条件转换成形式上更简单的乘积

形式，再结合基本不等式就能很方便地求解了．

3．发现解题思路

例5(2021年上海市高三数学竞赛试题) 设函

数厂(．T)的定义域为[一4，+。。)，且满足对任意实数

t，都有，(t2+4t)=I t+2 l，则f(T)的解析式是

厂(T)=——．
分析：已知f(t2+4f)一lf+2f，要求，(T)的解

析式，自然会想到令z—t2+4t搭设桥梁．

解：令T—t2+4t，则I t+2 I一~／f2+4f+4一

~／z+4，所以厂(T)的解析式是厂(T)一~／．r+4．

例6(2020年全国高中数学联赛重庆预赛试题)

若实数T，y满足2‘+4T+12一l092(y一1)34-

3y+12=0，贝0 T+y一——．
解：24+4z+12—0即2’2+T+3—0，令S—T

一2，则25一一s一5；令f—y一1，则l092(y一1)3+3y

+12—0∞l092t一一t一5．

注意到y=2‘与y=log。z图像关于直线Y—T

对称，且函数y=一．，r一5图像也关于直线y=T对

称，而y=．7／’与Y一--Tm5交点横坐标为一姜，所以

5+f=～5，从而T+y—stt+3=一2．

评析：变形后换元搭桥，帮助发现了解决问题的

思路．

4．转移变更条件

如果条件不能直接应用于解题，通过引元搭桥

整体转移变更条件，达到使问题顺利获解的目的．

例7(2021年清华大学领军计划试题) 已知：

口，b，C，d都是正整数，且n3=b2，C5一d4，C一口=77，

求d一6．

解：由题意，可设a=丁2，6=．，r3，C一少，d=y5，

从而Y4--,T2=77，因式分解得(3J2一．r)(y2+_’)=

77，所以Y2一‘r=7，Y2+T=11，解得T=2，y一3，所

以d一6—235．

评析：通过换元搭桥，将条件a3---b2，C5=d4隐

含在所设a一．T2，b--T3，C—Y4，d—Y5之中，归结为

求解一个较为简单的不定方程y4一T2=77问题．

例8(2021年1月宁波市高三期末考试数学试

一2 ．．2

题) 设点P(T，，y·)在椭圆簧+号一1上，点
Q(血，Y2)在直线．T+2y一8—0上，则}也一．T。J+

lY。一y，I的最小值是——．
解：设∞一2拉COT，y1一拉sina，口∈[o，27c)，由

题意有m+2y2—8=o，I．r2一zl l+J y2一yl I=I T2—

2拉cosaI+1 yz一厄sina I一百1(2 f．，r2—2拉COSa I+

2 Y2一抠sim 1)≥百1(1 T2—2抠COSa l+2 y2一

,／gsinaI)≥去l T2—2拉COSa+2(y2一拉sina)l一

专l 8—2厄(sina+cosa)l一虿1 8-4sin(口+季)I≥2．
当且仅当P(2，1)，Q(2，3)时，取到最小值2．

通过以上例题可以发现，在解决多变量的最值

问题时，换元搭桥是一种很好的方法．在具体解题过

程中，教师引导学生观察题设与所求，抓住式子的结

构特征，合理假设新元，可以化隐为显、化繁为简、化

难为易，使问题快速破解．在解决问题的过程中，优

化学生的数学思维，提高解题效率，发展数学运算

素养．
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