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南通市市直 2021-2022（上）期中高三调研测试 

 

数学参考答案 
 

一、选择题：本题共 8 小题，每小题 5 分，共 40 分。在每小题给出的四个选项中，只有一项

是符合题目要求的。 

1． 设全集U  R ，集合  1 4A x x   ，集合  0 2B x x   ．则集合  UA B    

A．  1 2，  B．  1 2，  C．  2 4，  D．  2 4，  

【答案】D 

2． 已知 1 2iz   ，则 z z   

A． 2  B． 4  C． 4i  D． 4i  

【答案】B 

3． 记 nS 为等差数列 na 的前 n 项和，有下列四个等式： 

甲： 1 1a  ；乙： 4 4a  ；丙： 3 9S  ；丁： 5 25S  ． 

如果只有一个等式不成立，则该等式为 

A．甲 B．乙 C．丙 D．丁 

【答案】B 

4． 经研究发现，某昆虫释放信息素 st 后，在距释放处  mx 的地方测得信息素浓度 y 满足 

21ln ln
2

Ky t x A
t

    ，其中 A， K 为非零常数．已知释放1 s后，在距释放处2 m的 

地方测得信息素浓度为a，则释放信息素 4 s后，信息素浓度为 2
a
的位置距释放处的距 

离为 

A．
1 m
4

 B． 1
2

 m  C．2 m D．4 m 

【答案】D 

5． 已知圆锥 SO 的顶点为 S ，母线 SA， SB ， SC 两两垂直，且 6SA SB SC   ， 

则圆锥 SO 的体积为 
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A．18 2π  B．54 2π  C．16 3π  D． 48 3π  

【答案】C 

6． 函数   2
2sin 2 2

1
xy x

x
  


， 的图象大致为 

 

 

 

 

 

 

【答案】A 

7． 已知  0a b c  ，， ， ，且
1 11
3 52 1 1 1e e e e e e

2 3 5
a b ca b c

 
        ， ， ，则 

A． a b c    B． a c b   C． c b a    D．b c a   

【答案】C 

8． 由倍角公式 2cos 2 2cos 1x x  ，可知 cos 2x 可以表示为 cos x的二次多项式． 

一般地，存在一个 n次多项式 ( )nP t ，使得 cos (cos )nnx P x ，这些多项式 ( )nP t 称为切比 

雪夫（P．L．Tschebyscheff）多项式． 

例如： 2
2cos 2 (cos ) 2cos 1x P x x   ，记作 2

2 ( ) 2 1P t t  ．利用 3( )P t 求得 sin18   

A． 5 1
4
   B． 3 5

2
  C． 5 1

2
  D． 5 1

8
  

【答案】A 

二、选择题：本题共 4 小题，每小题 5 分，共 20 分。在每小题给出的选项中，有多项符合题 

目要求。全部选对的得 5 分，部分选对的得 2 分，有选错的得 0 分。 

9． 已知 a b ，则 

A．    2 2ln 1 ln 1a b     B．
1 1
3 3a b      C．

1 1
a b
         D．    1 1

3 3

a b

  

【答案】BD 

10．已知把函数 sin 2y x 的图象上所有点向右平移 6

个单位长度，可得到函数  y f x 的 

图象，则 

y 

 

 
C． 

 x  

y 

  

 

x  
D． 

y 

  

 

x  
A． 

y 

 

  x  
B． 
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A．    sin 2
3

f x x                     B．    sin 2
6

f x x    

C．    cos 2
6

f x x                       D．    cos 2
3

f x x    

【答案】AC 

11．已知数列 na 满足  1 2 22 2 2 1 1
n

n na a a a      ， ， ，则 

A． 2 1na  是等比数列                     B．  
5

2 1
1

2 10i
i

a 


    

C． 2na 是等比数列                      D．
10

1

52i
i

a


  

【答案】ACD 

12．在棱长为 1 的正方体 1 1 1 1ABCD A B C D 中，点M 在线段 1AD 上，点 N 在线段 BD上，则 

A．当M 为 1AD 的中点时， 1AC MN  

B．当MN∥平面 1 1CC D D时， AM BN  

C．当 N 为 BD的中点时，三棱锥 1C BMN 的体积为
1
6

 

D．当M 为 1AD 的中点时，以M 为球心，MN 为半径的球被平面 1 1BB D D截得圆的面积 

的最小值为
π
4

 

【答案】ABD 

三、填空题：本题共 4 小题，每小题 5 分，共 20 分。  

13．已知中心为 O 的正六边形 ABCDEF 的边长为 2，则OA OC 
 

            ． 

【答案】 2  

14．已知函数       2
3f x x a x a   R ，当 3x  时，  f x 有极大值． 

写出符合上述要求的一个 a 的值为            ． 

【答案】4（答案不唯一，满足 3a  即可） 

15．设函数  f x 的定义域为R ，  f x 为偶函数，  1f x  为奇函数，当  1 2x ， 时， 

  2xf x a b   ，若    0 1 4f f   ，则  7
2

f            ． 

【答案】 4 4 2  
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16．如图，将矩形纸片 ABCD的右下角折起，使得点 B 落在 

CD边上点 1B 处，得到折痕MN ．已知 5 cmAB  ， 

4 cmBC  ，则当 tan BMN              时， 

折痕MN 最短，其长度的最小值为            cm ． 

（本题第一空2分，第二空3分） 

【答案】 2 3 3
2

，  

四、解答题：本题共 6 小题，共 70 分。解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤。 

17．（10 分） 

已知数列 na 是公比为正数的等比数列，且 1 3 22 4a a a  ， ． 

（1）求数列 na 的通项公式； 

（2）若 2logn nb a ，求数列 n na b 的前 n项和 nS ． 

解：（1）设数列 na 的公比为  0q q  ， 

由 1 3 22 4a a a  ， ，得  22 2 4 0q q q   ． 

所以  2 1q q   ，舍 ．                                          …… 3 分 

所以数列 na 的通项公式为 12 2n
na   即 2n

na  ．                   …… 5 分 

  （2）由（1）及 2logn nb a ，得 2 2log log 2n
n nb a n   ． 

        所以数列 n na b 的前 n项和 

     1 1 2 2n n nS a b a b a b        

   1 2 1 2n na a a b b b                                     …… 7 分 

    2 1
2 1 2 1 1 1 2 2

1 2 2 2 2

n

nn n
n n 

 
     


．                      …… 10 分 

18．（12 分） 

已知函数   πsin(2 ) cos 2
6

f x x x   ． 

（1）求    π0
12

f f ， ； 

（2）求函数  f x 在
π π
4 4

   
， 上的最大值与最小值． 

C D B1 

N 

A 
（第 16 题） 

B M 
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解：（1）   π 1 30 sin cos0 1
6 2 2

f      ，     3 3π πsin 0 cos 0
12 6 2 2

f        ．… 4 分 

  （2）    π π πsin 2 cos 2 sin 2 cos cos 2 sin cos2
6 6 6

f x x x x x x       

        3 31 3sin 2 cos 2 cos 2 sin 2 cos 2
2 2 2 2

x x x x x      

   31 π π3 sin 2 cos2 3 sin 2 cos cos 2 sin
2 2 3 3

x x x x     π3 sin 2
3

x  ．… 8 分 

        因为
π π
4 4

x ≤ ≤ ，所以
π π 5π2
6 3 6

x ≤ ≤ ． 

        又因为函数 siny x 在 6 2
    
， 上单调递增，在 2 6

  
  

， 上单调递减， 

        所以当
π π2
3 6

x    ，即
π
4

x   时， ( )f x 取得最小值 3
2

 ； 

当
π π2
3 2

x   ，即
π

12
x  时， ( )f x 取得最大值 3 ．             …… 12 分 

19．（12 分） 

如图，在四棱锥 P ABCD 中，AD // BC ，PA CD ， 1AB BC PA PC    ， =2AD ． 

（1）证明：CD 平面 PAC ； 

（2）若 1AC  ，求二面角 A PD C  的正弦值． 

解：（1）设 AD 的中点为 E ，连接 AC BE CE， ， ． 

因为 2AD  ，所以 1AE ED  ， 

因为 1BC AE AD BC  ， ∥ ， 

所以四边形 ABCE 为平行四边形． 

又因为 AB BC ， 

所以四边形 ABCE 为菱形， 

所以 AC BE ，                                                  …… 2 分 

同理，由 1ED BC ED BC ∥ ， 得四边形 BCDE 为平行四边形， 

所以CD BE∥ ，所以CD AC ，                                     …… 4 分 

又CD PA PA AC A PA AC PAC  ， ， ， 平面 ， 

所以CD 平面 PAC ．                                            …… 6 分 

（2）方法一：设 AC BE O ，由（1）得O 为 AC 的中点． 

P 

A 
D 

（第 19 题） 

E 

O 
C B 
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连接 PO，因为 1PA PC  ， 

所以 PO AC ，又因为 1AC  ， 

所以 3
2

PO  ． 

由（1）得CD 平面 PAC ， 

又因为 PO PAC平面  

所以CD PO ． 

又由（1）得，CD BE∥ ，所以 PO BE ， 

又因为 AC BE ， 

所以 PO AC BE， ， 两两垂直． 

以O 为坐标原点，分别以OB OC OP， ， 所在直线为 x y z，，轴，建立如图所示的空间 

直角坐标系O xyz ． 

所以  30 0
2

P ，， ，  10 0
2

A ， ， ，  10 0
2

C ， ， ，  13 0
2

D  ， ， ， 

所以  310
2 2

AP 


， ， ，  3 1 0AD  


，， ，  310
2 2

CP  


， ， ，  3 0 0CD  


，， ． 

…… 8分 

设平面 APD 的法向量  1 1 1 1x y z ， ，n ，平面CPD 的法向量  2 2 2 2x y z ， ，n ，  

由
1

1

0

0

AP

AD

  


 




，

，

n

n
得

1 1

1 1

31 0
2 2

3 0

y z

x y


 


   ．

，
 

令 1 1x  ，得 1 13 1y z  ， ，所以平面 APD 的一个法向量  1 1 3 1 ， ，n ， 

同理，由
2

2

0

0

CP

CD

  


 




，

，

n

n
得平面CPD 的一个法向量  2 0 3 1 ， ，n ．     …… 10 分 

设二面角 A PD C  的大小为 ， 

所以
1 2

1 2

5cos
5




 
n n

n n
， 2 2 5sin 1 cos

5
    ， 

所以二面角 A PD C  的正弦值为 2 5
5

．                           …… 12 分 

方法二：取 PC 的中点 H ，连接 AH ，过点 A 作 AF PD ，垂足为F ，连接HF ． 

      因为 1PA PC AC   ， H 为 PC 的中点， 

      所以 AH PC ． 

P 

A 
D 

E 

C 
O 

（第 19 题） 

B 
x 

y 

z 
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      由（1），得CD 平面 PAC ， 

AH 平面 PAC ，所以CD  AH ． 

      又因为 PC 平面 PCD， 

CD 平面 PCD， PC CD C ， 

      所以 AH 平面 PCD． 

      因为 PD 平面 PCD， 

      所以 AH  PD． 

      又因为 AF PD ， AH 平面 AFH ， 

AF 平面 AFH ， AH AF A ， 

      所以 PD 平面 AHF ，所以 PD HF ． 

      所以 AFH 是二面角 A PD C  的平面角．                          …… 10 分 

      在正 PAC△ 中，
3

2
AH  ． 

      在Rt ACD△ 中， 2 2 4 1 3CD AD AC     ， 

所以在Rt PCD△ 中， 3
2 4

PC CDHF
PD
  ． 

      在Rt AFH△ 中，

3
2 52tan 2 sin

53
4

AHAFH AFH
HF

     ， ． 

所以二面角 A PD C  的正弦值为 2 5
5

．                            …… 12 分 

20．（12 分） 

已知函数  
2 1

ex
ax xf x   ( )aR ． 

（1）当 2a   时，求  f x 的单调区间； 

（2）当 0x≥ 时，   1f x ≤ ，求 a的取值范围． 

解：（1）当 2a   时，
22 1( )
ex

x xf x    ，
(2 1)( 2)

( )
ex

x x
f x

   ．             …… 2 分 

由 ( ) 0f x  ，得
1
2

x   或 2x  ； 

由 ( ) 0f x  ，得
1 2
2

x   ． 

所以当 2a   时，函数 ( )f x 的单调增区间为  1
2

 ， ，  2 +， ； 

P 

A 
D 

（第 19 题） 

E 

O 
C B 

F 

H 
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函数 ( )f x 的单调减区间为  1 2
2

 ， ．                               …… 5 分 

（2） 方法一：当 0x≥ 时， ( ) 1f x ≤ ，即 2 1xax e x ≤ ． 

        当 0x  时，aR ．                                              …… 6 分 

    当 0x  时， 2
e 1x xa

x
 ≤ ，记 2

e 1( )
x xg x

x
   0x  ，               …… 8 分 

    则 3

( 2)(e 1)
( )

xx
g x

x

   ， 

    令 ( ) 0g x  ，解得 2x  ；令 ( ) 0g x  ，解得0 2x  ， 

        所以函数 ( )g x 在  0 2， 上单调递减，在  2 +， 上单调递增， 

所以当 2x  时， ( )g x 取最小值
2e 1
4
 ，                            …… 11 分 

所以
2e 1
4

a ≤ ． 

综上，实数 a的取值范围是  2e 1
4
  

， ．                          …… 12 分 

方法二：       2 2 1 2 2 1

e ex x

ax a x x ax
f x

      
   ， 

当 0a  时，   2
ex

xf x   ， 

令   0f x  ，得 2x  ，所以  f x 在  2 +， 上单调递增； 

        令   0f x  ，得 2x  ，所以  f x 在  2， 上单调递减． 

所以  f x 在  0 2， 上单调递减． 

所以当  0 2x ， 时，    0 1f x f ≤ ， 

又当  2 +x ， 时，
1( ) 0 1

ex
xf x    ≤ ． 

所以 0a  符合题意．                                             …… 7分 

当
1
2

a  时，  
2( 2)

0
2ex

x
f x

   ≤ ， 

所以  f x 在  0 ， 上单调递减，因为 (0) 1f  ，所以 ( ) 1f x ≤ ， 

所以
1
2

a  符合题意．                                            …… 8 分 

    当 0a  时，令   0f x  ，得
1x
a

 或 2x  ，所以  f x 在  1
a

， 和  2 +， 上单 

调递增；令   0f x  ，得
1 2x
a
  ，所以 ( )f x 在  1 2

a
， 上单调递减． 
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        所以  f x 在  0 2， 上单调递减， 

所以当  0 2x ， 时，  ( ) 0 1f x f ≤ ， 

又当  2 +x ， 时，
2 1( ) 0 1

ex
ax xf x    ≤ ， 

所以 0a  符合题意．                                             …… 9分 

    当
10
2

a  时，令   0f x  ，得
12 x
a

  ，所以  f x 在  12
a

， 上单调递增； 

        令   0f x  ，得 2x  或
1x
a

 ，所以  f x 在  2， 和  1 +
a

， 上单调递减． 

所以  f x 在  0 2， 上单调递减， 

所以当  0 2x ， 时，  ( ) 0 1f x f ≤ ， 

又因为  f x 在  12
a

， 上单调递增，在  1 +
a

， 上单调递减． 

所以由   1f x ≤ ，得  1 1f
a

≤ ，即
 2

1

1 1 1
1

ea

a
a a

  
≤ ，即

1

e 1a≥ ． 

所以
10
2

a  符合题意．                                        …… 10 分 

     当 1
2

a  时，令   0f x  ，得
1 2x
a
  ，所以  f x 在  1 2

a
， 上单调递增； 

        令   0f x  ，得
1x
a

 或 2x  ，所以  f x 在  1
a

， 和  2 +， 上单调递减． 

    所以  f x 在 10
a




， 和  2 +， 上单调递减，在  1 2
a
， 单调递增． 

因为  0 1f  ，所以由   1f x ≤ 得  2 1f ≤ ，即 2
4 1 1

e
a  ≤ ，解得

2e 1
4

a ≤ ． 

所以
21 e 1

2 4
a  ≤ ．                                            …… 11 分 

综上，实数 a的取值范围是  2e 1
4
  

， ．                           ……12 分 

21．（12 分） 

在 ABC△ 中，已知 D 是 BC 上的点， AD 平分 BAC ，且
3
2

AC CD  ． 

（1）若 2 5AB BD  ，求 ABC△ 的面积； 

（2）若 + 6AB BD  ，求 AD ． 

解：（1）方法一：设CD x ，由
3

2
AC CD  ，得

3

2
AC x  ， 

又 2 5AB BD  ， 
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在 ABD△ 中，由正弦定理，得
sin sin

AB BD

ADB BAD
      

 
①  

在 ACD△ 中，由正弦定理，得
sin sin

AC CD

ADC CAD
      

 
②  

因为 AD 平分 BAC ，所以 BAD CAD   ， 

由 ADB ADC   ，得 sin sinADB ADC   ， 

由
①

②
得，

AB BD

AC CD
 ，所以

5
5 2

3

2
xx




，解得
3

2
x  ．                    …… 4 分 

所以 3 4AC BC BD CD   ， ． 

所以 2 2 2AB AC BC  ，所以 ABC△ 为直角三角形． 

所以
1

6
2ABCS AC BC  △ ．                                         …… 6 分 

方法二：因为在△ABC 中，AD 平分∠BAC， 

       所以

1
sin

2
1

sin
2

ABD

ACD

AB AD BADS AB

S ACAC AD CAD

 
 

 

△

△

∠

∠
． 

     设△ABC 边 BC 上的高为 h， 

     所以

1
2
1

2

ABD

ACD

BD hS BD

S CDCD h


 



△

△

，所以
AB BD

AC CD
 ． 

     又因为 2 5AB BD  ，且
3

2
AC CD  ，设CD x ， 

     由
AB BD

AC CD
 ，得

5
5 2

3

2
xx




， 

解得
3
2

x  ，所以 3 4AC BC BD CD   ， ．                          …… 4 分 

所以 2 2 2AB AC BC  ， ABC△ 为直角三角形． 

所以
1

6
2ABCS AC BC  △ ．                                         …… 6 分 

（2）方法一：设 BD m ， DC n ，则 6AB m  ，
3
2

AC n  ， 

由（1）知，
AB BD
AC DC

 ，所以
6

3
2

m m
nn

 
 ，即

32 6
2

mn n m  ，          …… 8 分 
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在 ADB△ 中，
2 2 2

cos
2

AD DB ABADB
AD DB
  


， 

在 ADC△ 中，
2 2 2

cos
2

AD DC ACADC
AD DC
  

 ．                       …… 10 分 

因为 πADB ADC   ，所以 cos cosADB ADC    ， 

所以
2 2 2 2 2 2

2 2
AD DB AB AD DC AC

AD DB AD DC
    

  ， 

所以
2 2 2 2

2

9 36 9
4

m n mn
AB CD BD CD AC BD CD BDAD

CD BD m n

        
 

， 

将
33
4

mn n m  代入上式，得 2 9( )
9

m n
AD

m n


 


． 

所以 3AD  ．                                                   …… 12 分 

       方法二：由（1）可设 ( 0)
AB BD

k k
AC CD

   ，则 AB=kAC，BD=kCD． 

       又 + 6AB BD  ，且
3

2
AC CD  ， 

所以

6

3

2

AC CD
k

AC CD

  


   ．

，

 

所以
12 3 12 3 12 3 12 3

4 4 4 4

k k k k
AB AC BD CD

k k

   
   ， ， ，              …… 8 分 

在△ABD 中，由余弦定理，得    
2 2

212 3 12 3 12 3
2 cos

4 4 4

k k k
AD AD BAD

  
    ∠  

                   即 212 3
cos 9

2

k
AD BAD AD k


   ∠ ……①  

在△ACD 中，由余弦定理，得    
2 2

212 3 12 3 12 3
2 cos

4 4 4

k k k
AD AD CAD

k k k

  
    ∠  

                   即 212 3
cos 9

2

k
AD CAD kAD


   ∠ ……②  

由①②，得 2 29 9kAD AD k   ， 

所以   21 9 0k AD   ，所以 1k  或 3AD  ．                       …… 11 分 

当 1k  时，
15 9
4 4

AB AC BD CD   ， ，此时 3AD  ． 

综上可得 3AD  ．                                                …… 12 分 

22．（12 分） 

已知函数   lnf x x x ． 

（1）求曲线 ( )y f x 在点   1 1f， 处的切线方程； 
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（2）设 1 2x x， 为两个不相等的正数，且    1 2f x f x ，证明： 1 2
2 1
e

x x   ． 

解：（1） ( ) lnf x x x 的定义域为  0  ， ，且 (1) 0f  ． 

 ( ) ln 1 1 1f x x f   ， ， 

所以曲线  y f x 在点   1 1f， 处的切线方程为 1y x  ，即 1 0x y   ．… 4 分 

（2）令 ( ) 0f x  ，得
1
e

x  ． 

    列表如下 

 

 

 

 

 

所以，由     1 2 1 2f x f x x x  ，不妨设 1 2
10 1
e

x x    ． 

    当 2
2
e

x ≥ 时， 1 2
2
e

x x  成立， 

    当 2
2
e

x  时，要证 1 2
2
e

x x  ，即证 2 1
2
e

x x  ． 

    因为 1
10
e

x  ，所以 1
1 2 2
e e e

x   ，又因为 2
1 2
e e

x  ， 

且函数 ( )f x 在  1
e

 ， 上单调递增， 

  所以要证 2 1
2
e

x x  ，即证  2 1
2( )
e

f x f x  ． 

  因为    1 2f x f x ，所以只要证  1 1
2( )
e

f x f x  ，即证    1 1
2 0
e

f x f x   ． 

    设      2
e

g x f x f x    10
e

x  ，则  1 0
e

g  ． 

            2 2ln 2
e e

g x f x f x x x        ， 

    因为
10
e

x  ，所以
22 10 ( ) ( )

e e
x x   ， 

    所以   2ln 2
e

x x   ，即   2ln 2 0x x
e
   ，即   0g x  ，          …… 6 分 

    所以函数 ( )g x 在  10
e

， 上单调递减． 

x   10
e

，  1
e

  1
e

 ，  

 f x    0    

 f x    极小值   
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    又  1 0
e

g  ，所以当  10
e

x ， 时， ( ) 0g x  ，即    1 1
2 0
e

f x f x   ， 

所以 1 2
2
e

x x  ． 

    综上， 1 2
2
e

x x  ．                                               …… 8 分 

方法一：令  2

1

= 1
x

t t
x

 ，由    1 2f x f x ，得 1 1 2 2ln lnx x x x ， 

化为  1 1ln lnx t tx ，得 1ln ln
1

tx t
t


 ， 

要证 1 2 1x x  ，只要证  1 2ln 0x x  ，即证   1ln 1 0x t  ， 

即  1ln ln 1 0x t   ，即  ln ln 1 0
1

t t t
t

  
 ，  

即证    ln 1 ln 1 0t t t t    ，                                    …… 10 分 

设       ln 1 ln 1 1g t t t t t t     ，则  1 0g  ，   2ln
1 1

tg t
t t

  
  ， 

令 1
tu

t


 ，则
1 1
2

u  ，得
2ln ln 2 2

1 1
t u u

t t
   

  ， 

设    1ln 2 2 1
2

h u u u u     ， 

则   1 2 0h u
u

    ，所以函数   ln 2 2h u u u   在区间  1 1
2
， 上单调递减， 

所以    ln 2 2 1 0h u u u h     ，即   0g t  ， 

所以函数  g t 在区间  1  ， 上单调递增， 

所以    1 0g t g  ，即得    ln 1 ln 1 0t t t t    成立． 

所以 1 2 1x x  成立．                                            …… 12分 

方法二：先证 ln 1x x x ≥ ，即证
1ln 1 0x
x

 - ≥ ．设
1( ) ln 1( 0)h x x x
x

  - ， 

    则   2 2
1 1 1xh x
x x x

    ，令   0h x  ，得 1x  ． 

    列表如下 

     

 

 

 

 

x   0 1，  1   1 ，  

 h x    0    

 h x    极小值   
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    从上表可知，函数 ( )h x 的最小值为0 ， 

    所以 ( ) 0h x ≥ ，即
1ln 1x
x

 - ≥0，所以 ln 1x x x ≥ ， 

    所以 2 2 2ln 1x x x ≥ ．                                            …… 10 分 

    又因为 1
10 x
e

  ，所以 1ln 1x   ，所以 1 1 1lnx x x  ． 

    因为 1 1 2 2ln lnx x x x ，所以 1 2 1x x   ，即 1 2 1x x  ．     

综上， 1 2
2 1x x
e
   ．                                           …… 12 分 


