
高三数学微专题复习课到底怎么上 ?∗

———以“隐形圆”为例

●丁永刚　 　 (徐州市第一中学,江苏
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　 　 摘　 要:
 

高三数学微专题复习课,教师如何上才更高效? 首先,教师要选好题,把好“选题关”,通过层层递进、环环相

扣的“问题串”驱动探究;其次,教师要引导学生善提炼、寻通法、关注“多题一解”;再次,教学设计要关注知识背景、知识衔

接、概念生成过程、思维深度、数学计算、学生活动.
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1 教学分析

高三一轮复习后,大多数学生基本扫清了基础

知识的盲区. 二轮微专题如何复习才能更高效,笔
者认为要突出重点知识的横向联系和纵向拓展,重
点训练学生的思维能力. 此时,教师要选择具有代

表性、典型性、示范性的试题进行课堂教学或综合

练习,给学生提供合理的“营养搭配” . 除此之外,
还需要加上“高超的烹饪技术”———归纳类比、提
炼共性、领悟通法,通过对“形异质同,多题一解”
的研究,异中求同,挖掘出一些共性的内容和相通

的本质,这对学生积累和提升思维能力十分有益.
2008 年,江苏省数学高考考查了“阿波罗尼斯

圆”(以下简称“阿氏圆”),此后一类与“阿氏圆”
相关的试题便反复出现于各大试卷,成了命题的热

点. 就像细胞会变异一样,“阿氏圆”也开始慢慢地

演化,9 年后的 2017 年江苏省数学高考悄无声息

地考查了一类“隐形圆”问题. 大量研究表明:有一

些看似与“圆”无关的“伪装”题,如果深入挖掘题

目中的隐含条件或潜在信息,分解转化,便能使之

现出原型,从而化隐为显,化难为易. 以下是笔者指

导开设省级公开课“隐形圆”微专题复习的教学设

计,与各位同行分享并探讨“微专题复习课该怎么

上” .
2 教学过程

2. 1　 以案导学,查知学情

教师精心设计 4 个小题的导学案,提前发到学

生手中,课前收集学生的解答,便于了解学情.
问题 1 求满足下列条件动点的轨迹方程:

1)定点 A(2,0),PA= 5;
2) 定点 A ( - 2, 0 ), B(2, 0 ), 且满足 PA =

5PB;

3)定点 A(-2,0),B(2,0),且满足 PA→·PB→ = 5;
4)定点 A(-2,0),B(2,0),且满足 PA2+PB2 =20.
生 1:代入坐标化简计算可得问题 1) ~ 4)中动

点 P 的轨迹方程都是圆.
2. 2　 自主深化,创设情境

师:以上 4 个小题中的圆都是隐藏在解题过程

中,称为“隐形圆” . 经过 4 个小题的训练,同学们

初步了解了隐形圆发现的一般路径. 如何发现隐形

圆(显性圆)的方程是关键,请大家归纳有哪些途

径可以发现隐形圆?
生 2:利用圆的定义确定隐形圆,如问题 1);已

知两个定点 A,B,动点 P 满足 PA =λPB(其中 λ≠
1)确定隐形圆(即阿氏圆),如问题 2);已知两个

定点 A,B,动点 P 满足 PA→·PB→ =λ 确定隐形圆,如
问题 3);已知两个定点 A,B,动点 P 满足 PA2 +PB2

是定值确定隐形圆,如问题 4) .
2. 3　 精讲点拨,学会提升

师:生 2 通过 4 个小题归纳出隐形圆的一般发

现路径,是否具有代表性,让我们通过例题来验证

他的结论.
问题 2 在△ABC 中,若 AB= 2,AC = 2BC,求

△ABC 面积的最大值.
(2008 年江苏省数学高考试题第 13 题)

生 3(给出解法 1):在△ABC 中,c= 2,b = 2 a,
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当 a= 2 3时,(S△ABC) max = 2 2 .
师:生 3 借助余弦定理和三角形面积公式求三

角形面积,计算量很大,有没有更为简洁的解法?
生 4(给出解法 2):以线段 AB 的中点为坐标

原点、AB 所在的直线为 x 轴建立直角坐标系. 设
A( -1,0),B(1,0),C(x,y),由 AC= 2BC 得

(x+1) 2 +y2 = 2 · (x-1) 2 +y2 ,
化简得　 　 (x-3) 2 +y2 = (2 2 ) 2(其中 y≠0),

故　 　 S△ABC = 1
2
AB· | yC | ≤ 1

2
·2·2 2 = 2 2 .

师:生 4 借助动点轨迹是隐形圆,借助图形直观
简洁地给出了解答.请思考求动点轨迹的一般步骤.

生 5:建(建系)、设(设点设直线)、限(找限制
条件)、代(代入点的坐标)、化(化简),是求动点轨
迹方程的 5 个步骤.

师:生 4 是怎么提前知道动点 C 的轨迹是一
个“隐形圆”的呢?

生 4:由 AC = 2 BC 得动点 C 的轨迹是一个
“隐形圆”

师:根据生 4 所给的解法 2,将问题 2 中的条
件和结论交换得到如下问题 3.

问题 3 已知定点 A( - 1,0),点 P 是圆 x2 +
y2 = 4 上任意一点,问:x 轴上是否存在不同于点 A

的定点 B,使PA
PB

都为常数? 若存在,试求出所有满

足条件的点 B 坐标;若不存在,请说明理由.

生 6(给出解法 1):设 B(a,0),P(x,y),PA
PB

=λ

(其中 λ≠1),A( -1,0),则

(x+1) 2 +y2

(x-a) 2 +y2
=λ,

整理得　 　 x2 +y2 -2(1+aλ2)
λ2 -1

x+λ
2a2 -1
λ2 -1

= 0,

将 x2 +y2 = 4 代入上式,得
2(1+aλ2)

λ2 -1
x-λ

2(a2 +4) -5
λ2 -1

= 0.

由

2(1+aλ2)
λ2 -1

= 0,
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= 0,
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解得 a = -1(舍去),a = -4,从

而 λ= 1
2

,于是存在定点 B( -4,0),使得
PA
PB

= 1
2
.

师:生 6 设定点坐标,设比值,通过多项式恒等

得出待定系数 a,λ,计算量较大. 若点 P 是圆上任

意一点,则是否有更简洁的解法?
生 7(给出解法 2):设 B( a,0),P1 ( - 2,0),

P2(2,0),A( -1,0),由
P1A
P1B

=
P2A
P2B

得 a = -1(舍去),

a= -4. 当点 B 的坐标为( -4,0)时,设 P(x,y),则

PA
PB

= (x+1) 2 +y2

(x+4) 2 +y2
= x2 +2x+1+4-x2

x2 +8x+16+4-x2
=

2x+5
8x+20

= 1
2

,

因此存在定点 B( -4,0),使得
PA
PB

= 1
2
.

师:生 7 是如何想到这个解法的呢?

生 7:由点 P 的轨迹是一个圆及
PA
PB

为常数知:点

A 和 B 都是定点,逆向使用“阿氏圆”的知识求解.
师:生 7 根据比值为定值这一特点,先通过两

个特殊位置 P1( -2,0),P2(2,0),计算出点 B 的坐

标,然后代入证明点 B 的坐标符合一般情况,由特

殊到一般的思维过程值得大家学习与借鉴.
问题 4  在平面直角坐标系 xOy 中,A( -3,

0),B(1,4),C(3,5),动点 P 满足 PA→·PB→ = -4,求

|PC→ |的取值范围.
生 8:设 P(x,y),则

PA→ = ( -3-x,-y),　 PB→ = (1-x,4-y),

从而　 PA→·PB→ = ( -3-x)(1-x) +( -y)(4-y)= -4,
化简得　 　 　 　 (x+1) 2 +(y-2) 2 = 4,
可知圆心 M( -1,2),半径 R= 2,则由

CM-R≤ |PC→ | ≤CM+R,

得 3≤ |PC→ | ≤7.
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师:生 8 是怎么知道点 P 的轨迹是“隐形圆”
的呢?

生 8:由 PA→·PB→ = -4 可知点 P 的轨迹是“隐

形圆” .
师:借助坐标求出点 P 的轨迹是隐形圆,将圆

上动点到定点的最值问题转化为圆心到定点的最

值加减半径问题. 若将数量积等式变形为不等式,
将隐形圆变为显圆,则可求动点相关问题.

问题 5 在平面直角坐标系 xOy 中,A( - 12,

0),B(0,6),点 P 在☉O:x2 +y2 = 50 上. 若 PA→·

PB→≤20,求点 P 的横坐标取值范围.
(2017 年江苏省数学高考试题第 13 题)

生 9:设 P(x,y),则

PA→ = ( -12-x,-y),　 PB→ = ( -x,6-y),

从而　 PA→·PB→ = ( -12-x)( -x) +( -y)(6-y)≤20.
将 x2 +y2 = 50 代入上式得

2x-y+5≤0,

由
2x-y+5≤0,
x2 +y2 = 50,{ 并结合图形得-5 2 ≤x≤1.

问题 5 是隐形圆方程的一种应用,将数量积为

定值变为数量积的平方是定值,可得:
问题 6 在平面直角坐标系 xOy 中,已知☉C:

(x-a)2 +[y-(a-2)]2 = 1,点 A(0,2),若☉C 上存在

点 M,满足 MA2 +MO2 = 10,求实数 a 的取值范围.
生 10:设 M(x,y),则

MA2 +MO2 = x2 +(y-2) 2 +x2 +y2 = 10,
化简得 x2 +(y-1) 2 = 4.
由点 M 在☉C 上也在圆 x2 +(y-1) 2 = 4 上可得

1≤ a2 +(a-3) 2 ≤3,
解得 1≤a≤3.

师:生 10 是如何知道点 M 的轨迹是隐形圆的

呢?
生 10:由 MA2 +MO2 = 10 可得点 M 的轨迹是隐

形圆.
师:若将 MA2 +MO2 = 10 改为平方差是定值,情

况如何?
问题 7 在平面直角坐标系 xOy 中,已知☉C:

(x-a) 2 +[y-(a-2)] 2 = 1,点 A(0,2),若☉C 上存

在点 M,满足 MA2 -MO2 = 10,求实数 a 的取值范围.
生 11:设 M(x,y),则
MA2 -MO2 = x2 +(y-2) 2 -(x2 +y2)= 10,

化简得 y= - 3
2

,

由点M 在直线 y= - 3
2
上也在☉C:(x-a) 2 +[y-(a-

2)] 2 = 1 上可得

(a-2) - - 3
2( ) ≤1,

解得- 1
2

≤a≤ 3
2
.

师:由 MA2 -MO2 = 10 可知点 M 的轨迹是直

线,问题 5 ~ 7 的结论虽然不一样但存在通法,你知

道通法是什么吗?
生 12:设动点坐标,求其轨迹方程是解决此类

问题的通法.
2. 4　 即练即评,当堂达成

问题 8  在平面直角坐标 xOy 中, 已知点

A(1,0),B(4,0),若直线 x-y+m = 0 上存在点 P 使

得 PA= 1
2
PB,求实数 m 的取值范围.

问题 9 已知点 A(2,3),B(6,-3),点 P 在直

线 3x-4y+3 = 0 上,若满足等式 AP→·BP→+2λ = 0 的

点 P 有两个,求实数 λ 的取值范围.
3 教后反思

3. 1　 选题精准高效,提升能力

选题前教师要先下“题海”,分析试题考查的

知识与方法[1] . 本节课笔者选题由浅入深,具有明

显的层次性,所选的题目以及引导学生进行探究的

问题,都力求做到“把问题定位在学生认知的最近

发展区” . 教师通过对问题的引申、层层递进,将对

问题的讨论引向深入,重点突出、分析到位,学生对

隐形圆的认识不断深化,思维深刻性、灵活性、广阔

性得到了很好的提升,教学实现了预期目标.
选题实现了从关注育分价值到关注育人价值

的转变,不仅关注学生知识的掌握,而且关注学生

思维品质的培养以及意志品质的磨练. 在问题 3
中,教师连续多次追问学生,旨在鼓励其探寻解题

入口,归纳数学方法,从而实现育人,关注育人就是

关注核心素养.
3. 2　 问题驱动探究,训练思维

本节课教师精心设问,问题 1 以 4 个小题探

路,让学生初步了解隐形圆,通过问题串探究隐形

圆的发现路径. 问题 2 是 2008 年江苏省数学高考

试题,本题一题多解,既考虑了学生的最近发展区,
使用三角形面积公式和余弦定理求三角形面积,又
恰当提升难度用解析法求动点的轨迹方程,再借助

图形的直观求面积的最值. 由学生板演过程,既有

·33·2020 年第 10 期 中学教研(数学)



代数的严谨(去掉了隐形圆上的两个杂质点),又
有几何的直观(几何画板演示图形),问题 2 逆向

思维得到问题 3,其中解法 1 突出通性通法的教

学,训练了学生严谨的逻辑推理素养. 借助教师适

当点拨得出解法 2,通过特殊位置、特殊点先猜出

结果,然后再证明一般结论,训练了由特殊到一般

的推理模式. 问题 4 一题多变,由向量的数量积等

式变为数量积不等式得到问题 5,即 2017 年江苏

省数学高考试题第 13 题;由向量的数量积为负数

变为正数,由向量的数量积为定值变为问题 6 向量

的平方和为定值,然后变为问题 7 向量的平方差是

定值;最后转化为问题 8 和问题 9 直线和隐形圆位

置关系判定的问题,问题层层递进,思维螺旋上升.
在过程性问题的变式中,学生不经意间学到了

一个动点和两个定点的数量积为定值时,动点轨迹

是隐形圆;一个动点和两个定点向量的平方和为定

值时,动点轨迹是隐形圆;然后通过探究归纳出常

见隐形圆发现的 4 种路径,总结提升阶段,提出除

了 4 种路径,还有其他的发现隐形圆的方法,就是

通过“建系、设点、限制条件、代入坐标、化简”得出

所有求动点轨迹的一般方法,即所谓的通法,此时

实现了多题一解. 既有合理有效的思维定势通性通

法的训练,也有发散思维的培养. 整节课,师生互

动、生生互动、学生体验解题的历程,这对于提高学

生的思维品质具有很强的意义.
3. 3　 师生互动充分,关注全面

“满堂灌”的教学方式已被多数教师摒弃,“满

堂问”形似启发,实则为“教师牵着学生” 的鼻子

走. 基于以上考虑,笔者使用“问题—探究”师生互

动开展教学,学生们的知识获得不再是简单的“师

传生受”,而是学生依据自己已有知识和经验主动

建构. 纵观本节课,教师做到了以下 6 个关注:
1)关注知识背景,提高归纳能力:本课学习重

点是如何发现隐形圆,课堂伊始,教师通过问题 1
的 4 个小题的设置,帮助学生对隐形圆轨迹常见发

生路径做了一个回顾,从而提高学生的归纳能力.
2)关注知识衔接,提升整体认识:为使新知学

习符合学生的认知规律,教师立足学生已有的知识

背景,从显圆的产生路径已经掌握出发,提出隐圆

产生的路径同样可以掌握,促进学生对所学知识的

整体认识.
3)关注概念生成,训练想象能力:数学教师要

善于利用学生乐于参与的心理,引导学生“做数

学”,在“做数学”中学数学,并获得对数学精神、数
学思想方法的体验. 运用几何画板技术,借助显圆

生成的动态画面帮助学生直观想象,引导学生感悟

隐形圆的产生过程,训练了学生的空间想象能力.
4)关注思维深度,培养数学抽象:本课教师教

学的重心锁定在核心概念和思想方法上,通过问题

驱动,层层深入,引导学生深度思维. 设置的问题均

为“探究性水平”,例如“坐标法求轨迹方程的步骤

是什么”,要求学生抽象为“建设限代化”以及“有

哪些常见的发现隐形圆的路径”,鼓励学生发现常

见的 4 种关系式,通过高认知的问题帮助学生探究

发现隐形圆的路径和求轨迹方程的一般方法,避免

问题设置的碎片化和浅问浅答,从而培养学生的数

学抽象能力.
5)关注数学运算,夯实运算能力:问题 1 的 4

个小题皆由学生独立完成,问题 2、问题 3 的多种

解法皆出自学生之手,问题 4 ~ 7 的解题思路也都

来自学生,所有问题的复杂运算都是学生当堂完

成,夯实了学生的数学运算能力.
6)关注学生活动,提升核心素养:在问题 3

中,教师通过阅读题中关键词引导鼓励学生用特殊

位置、特殊点先猜后证,体验探究性问题研究的一

般步骤,学生通过反思问题解决的过程,从“学会”
逐步过渡到“会学” . 教师引导学生独立思考与同

伴互助相结合,有助于学生形成正确的价值观念,
培养成才必备品格和发展关键能力,从而在无形中

提升了学生的学科核心素养.
总之,本节课教师借助导学案实现每位学生的

“真学习” 即真实学习,学生做到了听中学、看中

学、说中学、做中学、教中学、悟中学[3] ,教师做到

了精选题、细分析、善提炼. 教师课堂上的 6 个关注

是高三数学微专题复习课教学的一次有益尝试.
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