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关于2m)+厂腾 =x型
函数方程的求解研究

周德眷

(江苏省射阳中学 224300)

引题已知函数厂(z)满足2，(z)+，(去)=
z，求，(z)．

此题是大家所熟悉的一道求解函数方程的题

目，其解法是把已知函数方程中的z换成{，得到
一个新函数方程，再与已知函数方程联立成二元

方程组，解出厂(z)即可．如果把此题作一些变化，

那又怎么求解呢?

题1 已知函数厂@)满县2厂＆)+，(丢；)=
z，求，(z)．

分析 把已知函数方程中的。换成丢葺

(下文把类似于丢昔这样的替换式子记为

g(z))，得到一个新函数方程2，(丢鲁)+，(z)
一麦备，然后再与已知函数方程联立成二元方
程组，解之得厂(z)一

422—3z+2

6z一3
。

上述分析过程中，把已知函数方程中的z换

成丢三告后，，(丢葺)恰好变成了厂(z)，这是一
个非常重要的巧合，也是解决此题的关键．那么符

合怎样条件的函数方程才会出现这样的巧合呢?

定理1 如果函数g(z)。群(其中口d一
6c≠o且g(z)=z除外)满足g(g(z))=z，那么

6+f=0且口d一6c≠0．

证明 由g(z)一等，可以得到一
口．Z—广D

础㈤户渊2篱
一!￡±垒垡2兰±￡垡±!垡
(口c+口6)z+口d+62。

而g(g(z))=z恒成立，

所以笔三暑等毫车瓣=zc☆，恒成立，
所以(c2+口d)z+cd+6d

=(nc+口6)z2+(口d+62)z恒成立，

所以(三：：三拢“
又由于(☆)式左端的分母不为0，

所以有{篇三g：麓三暑．
由于口c+口6=cd+6d甘口f+口6一cd一6d=0

∞(6+c)(n—d)=0．

于是当6=一c时，显然②成立，

此时g(z)2篆葺，结合条件口d一6c≠o知道
口d+c2≠O，从而①成立；

当6≠一f时，为了满足②，则口=d=0，

此时g(z)=等；而为了满足①，必须有6=c≠o，

所以g(z)=z(舍去)．

综上所述有，6+f=O且口d一6c≠0．

于是对于“已知函数，(z)满足2，(z)十

，(群)=_(其中6+c—o且口d一如≠o)，求
厂(z)．”就可以把z换成篆蔫，得到一个新方程，
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与已知方程联立成二兀方程组司解出／。(z)．特别

地，当6=c=o，口=d≠o时，g(z)=喜就是上面
引题的情形；当口=2，6=一1，c=1，d=一2时，

g(z)2麦j就是上面题1的情形·

题2 已知函数厂(z)满足2，(z)+，(孚)=
z，求，(z)．

分析把已知函数方程中的z换成￡}，得

到2，(孚)+厂(r毛)=孚，再把所得函数

方程中的z换成竺}，得到2厂(r笔)+厂(z)=

rb，这样共有三个方程，联立成三元方程组，可解出弛)=生掣．
上面将已知函数方程中的z换成羔}，经过

2次迭代后，，(孚)恰好变成了厂(z)，这同样
是一个巧合．那么符合怎样条件的函数方程才会

出现这样的巧合呢?

定理2 如果g(z)2糍(其中口矗一钯≠o
且g(z)=z除外)满足g(g(g(z)))=z，那么

62+，+钯+口d=0且口d一比≠0．

证明 由g(z)2蔫，可以得到
gcgcgcz，，，=睾兰主皂；乏：；；i警是；三三孑；萎；i；!黼．
而g(g(g(z)))=z恒成立，所以鲁糍等警搋警黜
=z(※)恒成立，

所以(f3+2口fd+口6d)z+f2d+口扩+6f矗+62d

=(口c2+口缸+口2d+口62)z2+(口以+2口6d+63)z

恒成立，

fc3+2dcd+d6d=丑cd+2n6d+63

所以{口c2+口6c+口2d+口62：c2d+口d2+6fd+62d：o。
又由于(※)式左端的分母不能为0，所以有

fc3+2口cd+口6d=口cd+2n6d+63≠0①

I口f2+口k+口2d+口62一c2d+口∥+6cd+62d=o②。

H
1d=o或62+f2+6c+口d=o+
于是当口=0时，由①得6=f≠0，再根据②得d=

0，所以g(z)=z(舍去)．

又此时因为①筒阵：篇蔫≯。0③，

f62+c2+葩+口d=0

【口d一6c≠0

f62+，+缸+口d=O

【口d一6c≠o
f62+f2+6c+口d=0

仁号．{(6+c)(口d一6c)≠0

【口d一6c≠O

f62_-c2+6c+口d20 f62+c2+6c+口d：o
售16+c≠o 甘{口d一6c≠o ，

，(群)=z(其中62+c2+料口d=o且口d一
6c≠o)，求厂(z)．”就可以把z换成竺墨，迭代2。

口Z—r-D

口=1，6=o，f=1，d=一1时，g(z)=生}，就是

题3 已知函数八z)满足2厂(z)+厂(垒≠)=

分析 把已知函数方程中z换成塑，得到
新方程2厂(学)+，(鬟)=字，再把所得
新方程中的z换成丝≥，得到另一个新方程
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2厂(兰看)+厂(云笔)=耋看，再继续把所得新方
9’．一9 ，9 、

程中的z换成!≤』，得到更新方程2厂(丢乏)+

∥z)=去，最后把这里的四个方程联立成四元方

程组，可解出厂(z)=墅兰宅等望曩鍪茅．
上面将已知函数方程中的z换成塑，经

过3次迭代后，厂(2一÷)恰好变成了，(z)，同样

考虑符合怎样条件的函数方程才会出现这样的恰

好呢?

定理3如果g(z)=垡警(其中口d一6c≠o一 口Z十D

且g(z)=z和g(g(z))=z都除外)满足

g(g(g(g(z))))=z，

那么62+c2+2口d=0且口d一乩≠O．

分析根据g(z)2篆蔫推算g(g(g(g(z))))
将会非常复杂，所以改走它路，利用定理1来找寻

g(z)应满足的条件．

证明 令g(g(z))=惫(z)，

则由g(g(g(g(z))))=z可得意(愚(z))=z．

因为g(g(z))=z除外，所以足(z)=z除外．

这样根据定理1知道，

符合志(愚(z))=z的志(z)一定是七(z)=膦
(其中B+C=o且AD—BC≠o)的形式，

于是由g(g(z))=惫(z)可得

(c2+口d)z+尉+6d Cz+D石再j两耳葫而F一硼’
再根据{裟嚣≠。可得
f口d+62+f2+口d=0

＼(口c+口6)(谢+6d)一(口d+62)(c2+口d)≠o’

变形得仁艺二答》{Z芸扛。
(注：容易验证此式中隐含着6+f≠0)．

综上所述，62+，+2口矗一0且口d一6f≠0．

于是对于“已知函数厂(z)满足2，(z)+

厂(蔫)2z(其中62+，+2口d—o且口d一如≠
o，求厂(z)．”就可以把z换成兰蔫，经过3次迭

代后，列出四元方程组求解出厂(z)．特别地，当
O一一O口=1，6=o，c=2，d=一2时，g(z)=竺坐，就是
上

上面题3的情形．

为了帮助大家更清楚地理解题3中的迭代规

律，这里给出一个函数列：

o一一．)已知函数g(z)=等，且毋(z)=
g(g(⋯g(z)⋯))，竹∈N+，则函数列f岛(z))的通

—、r一——一 一

n个c

项公式为颤(z)=

垒兰，咒：4愚+l

蓦，行钏+2(删)．
÷，咒=4忌+3
Z一．Z

r． ”=4量+R

由此司知，{舶(z))是一个周期为4的函数列，而

且题3中的g(z)是此函数列中的第1个函数，所

以迭代次数是3；同时根据这个周期函数列，还可

以编制下列同类题目：

已知函数厂(z)满足2厂(z)+，(三考)2z，
求，(z)．(迭代1次即可解)

已知函数厂(z)满足2，(z)+，(豕乏)2z，
求厂(z)．(迭代3次即可解)
题4 已知函数厂(。)满足2厂(z)+

厂(籍)=z，求m)．
分析把已知函数方程中的z换成警暑，

得到2，(等寻)+，(孚)=警并，再把所得
函数方程中的z换成等暑，得到2厂(孚)+
厂(丢备)一孚，如此继续，共迭代5次到得六
个方程，联立它们可解出，(z)．(过程较复杂，结

果略．，

上面将已知函数方程中的z换成擎暑，经
过5次迭代后，厂(等寻)恰好变成了，(z)，从而
实现问题的求解．同样符合怎样条件的函数方程

才会出现这样的恰好呢? (下转封底)
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S

2540 设z，y，z是正实数，则2∑z2∑z≥

3∑yz~／及71—可(1)，其中∑表示三元循环
和．

(四川成都金牛西林巷18号晨曦数学工作室

宿晓阳610031)

(上接第62页)

定理4 如果g(z)一坚掣(其中以d一6f≠o
以Z1-f)

且g(z)一z，g(g(z))=z和g(g(g(z)))=z都

除外)满足g(g(g(g(g(g(z))))))一z，那么62+

f2—6f+3nd—O且ad一6f≠0．

利用定理1或定理2的结论可证明该定理

(证明过程略)．

同前面一样，为了帮助大家更清楚地理解题

1、题2和题4中的迭代规律，这里也给出一个函

数列：

已知函数g(z)一等并，且g。(z)=
g(g(⋯g(z)⋯))，门∈N+，贝0函数歹U{g。(z)}的

通项公式为岛(z)一

旱，”一6忌+1i玎’”一b息十l

!土。 卵一6尼+2——。 卵一6意十Z
T

#；，行一6是+3乏习’行一6是+3(是∈N)
。L， 门一6是+4再，门一6是+4
宴，行一6尼+5乒i’

行一6走拍

卵一6点+6

由此可知，{g。(z)}是一个周期为6的函数列，而

且题1、题2和题4中的g(z)分别是此函数列中

的第3、第2和第1个函数，所以它们的迭代次数

分别是1、2和5；同时根据这个周期函数列，还可

以编制下列同类题目：
， 1 、

已知函数厂(T)满足2厂(z)+厂(F三}一z，

求．，、(z)．(迭代2次即可解)

已知函数／’(T)满足2厂(z)+厂(￡!)一T。
求．厂(z)．(迭代5次即可解)
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