
１ １
－

２８ 故爹故学 ２０ １９ 年第 １ １ 期

如何突破解析几何解题能力瓶颈
——

从一道 ２０ １９ 年全 国 高 中数学联赛 问题谈起
＊

徐希来
１

何忆捷
２

’
３

（
１ ． 上海市大 同 中 学 ， 上海 ２０００ １ １

；２ ． 华东师 范 大学数 学科 学学 院 ， 上海 ２００２４ １
；

３ ． 上海 市核心数学 与 实践重点 实验室 ，上 海 ２００２４１
）

平面解析几何作为中学阶段几何与代数

学习 的融汇点
，
是高中数学的重要 内容 ． 学生

从小学开始接受建立在直观经验基础上的几

何教学 ，通过初 中平面几何的 系统学习 ， 初步

了解公理体系 ，
发展逻辑推理与证明的技能 ，

亦进一步提高视觉技能与几何直觉． 在解决几

何问题时 ，人们习惯于运用视觉技能把几何图

形中的关键子结构区分出来
［
１

］

，从而建立起问

题与几何知识储备之间 的有效联系 ，促成问题

解决 ． 但在学习解析几何时 ，这种对视觉技能

的依赖也许会造成负迁移 ． 解析几何解决问

题的基本精神是用代数手段解决几何问题 ．

按照韬尔 （ Ｄ ．Ｔａｌｌ
） 等学者的观点 ，几何与代

数属于两个不 同的数学世界 ，几何概念是在

感知 、描述的基础上精准提炼成为适合演绎

与证明 的定义 ，代数概念则是一个不断
“

压缩

（ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｎｇ ）

”

、逐级抽象 、符号化的过程性概

念
［

１
］

． 这种差异 ，使代数方法在捕捉不同几何

图形的共性特征及抽象出更一般规律上有其

独特优势 ，从而也增强了解析几何解决问题的

思想方法的普适性．

在历年全国高 中数学联赛中 ， 涌现出 了较

多具有新颖性和挑战性的解析几何问题 ，这些

问题的解法与思想值得解题者与教学者进行

挖掘 ，以获得有益的启发． 在 ２０ １９ 年全 国高中

数学联合竞赛中 ，有如下赛题．

问题 （
２０１ ９ 年全国高中数学联合竞赛一

试 Ａ 卷第 １０题 ）在平面直角坐标系 ；ｃＯｙ 中 ，圆

与抛物线 厂
： ／

＝ 知恰有一＾ 公共点 ，且圆

与 ＊ 轴相切于 厂 的焦点 尸？ 求圆 的半径 ．

赛后
，
笔者通过所指导的参赛选手初步了

解到
，
该题完成情况差异较大 ，

因此与多位选

手进行了类似出声思维 （ ｔｈ ｉｎｋａｌｏｕｄ ）形式的解

题思路再现的访谈 ， 旨在了解选手临场的解法

动机、 思 维过程 ， 对解法进行归类、 整 理与

补充 ．

解析几何是许多学生的学习瓶颈 ，平时解

题中
，
学生常常面对 自 己列 出 的

一堆代数式束

手无策 ． 已有的一些研究表明 ，
学生存在 的主

要不足包括 ： 代数式的运算能力弱 、代数特征

的观察识别力低 、代数变形技能储备少 、遇到

多变量时无所适从、数与形之间未建立有效沟

通 、未形成代数观点看问题的 自 觉等＋
４

］

？ 因

此 ，笔者试图结合学生对上述联赛试题所反映

出的各种解题思路 ，谈谈可 以从哪些方面着手

突破解析几何 的学 习瓶颈 ， 提升运算能力 ，
促

成知识整合 ，提高代数抽象水平 ．

１ 过硬功底 、大智若 愚

解法一 ： 抛物线 尸 的焦点为 Ｆ
（

ｌ
，
０

）
，
由

对称性 ，不妨设圆 位于 ＊ 轴上方 ，可设

Ｈ
：（ ｘ

－

ｌ ）

２

＋（ ｊ
－

ｒ ）

２
＝ ｒ

１

，

 ①

其中 ｒ＞０ 为圆 的半径 ． 将 ＊代人①
，化

４

简得

ｙ＋８／
－

３２ｒｙ
＋ １６

＝
０

，

…… ②

这里显然 ｙ
＞〇 －

由题意 ，并注意②中 ｙ

３

的系数为零 ，②可

因式分解为 （／

－

２ａｙ
＋ａ

２

） （ｙ

２

＋２ａｙ
＋／〇

＝ ０
，

本 文是上海市核心数 学 与 实践 重点 实 验室 课题
“

数 学 实践
”

（ 项 目 编号 １ ８ｄｚ２２７ １ ０００） 的研究 成果之
一

．
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即

ｙ

４
＋

（ ｔｉ
－

３ａ
２

） ｙ

２

＋２ａ
（
ａ
２－

ｎ
） ｙ

＋ｎａ－０ ．

③

比较②与③的系数可得

ｎ
－

３ａ
２
＝

８
，

２ａ
（
ａ
２
－

 ｔｉ
）
＝ －

３２ｒ
，

ｎａ
２
＝１ ６．

将 ／ｉ
＝
３ａ

２

＋８ 代人 ；ｍ
２
＝１ ６

，化简得

３ ａ
４

＋８ａ
２－

１ ６＝０．

解得 ａ
２

４
■

４
（舍）

． 相应地有 ｒｅ
＝

１ ２． 由

于 ｙ＞０
，
取 ａ

＝

２ｊ３

，这样 ② 可因式分解为

［

ｙ＋＋１ ２

）

＝
〇

，

２Ｊ３／
该方程的实根仅有 ｙ

＝

ｔ （ 此时圆 〇与抛物线

Ｔ有唯一公共点 户

（去
，￥

）

）
． 相应地 ，

圆 的

由表中／（ ｙ ） 的性质可知
，
④有唯一解当且

仅当 ｒ故所求圆 的半径为

解法三 ：
对解法二中的函数／（ ｙ ）亦可按如

下方式进行研究 ：

由平均值不等式得

Ａｙ ）

（ ｙ

２

＋４ ）

２

￣

３２＾

̄

／２４４４
＼

Ｖ３３３
 ／

３２ｙ

４ｒ

２
６４ ＼

２７ ／４＾３

３２ｙ ９

４０／Ｔ

当且仅当 ｙ
２
＝

７ ， 即尸 时 ，／（ ｙ） 取到最小

值ｆ

ｙ
－

． 又因为／（ ｙ ） 随 ｙ连续变化 ，
且 ｙ
—〇

＋

及

时／（ ｙ ） 均可任意大 ，故当 ｒ

ｆ时 ，

半径 ｉ

４Ｊ３

９

： ？

？ 类 ，翻② ，将其鎌郷为

３ ２ ＼

８ｙ
＋

１６ ＼

研究函数／（ ｙ）
＝

ｇ
；
ｒ

３

＋（ ｙ＞０）

的性质 ． 对／（ｙ ） 求导可知

ｆ
＇

（ ｙ ）

＝

Ｕ
３
ｙ

２

＋８
￣

７）

（

＾

２

４）ｈ
２

４
）

（ ｙ

２

＋４
）

３２／

故可列表如下 ：

ｙ ｙ
—

＋０
＋

（

。
， ￥ ）

ｙ
— ？＋ 〇〇

ｆ
＇

ｉ ｙ）

－

０ ＋

ｆＭ
ｆｉ ｒ ）

－

＊
－

＋ ００

＼

极小值

４^
／（Ｗ

—

＋ ＣＯ

＠ 在
卜

，
及
ｐｆ

，
＋ 〇〇

丨

上均有解 ，与解

的唯一性矛盾 ． 从而仅有 ｒ

ｆ 满足条件 ．

在面对关于 ｙ 的四次方程②时 ，不少学生

感到无从下手 ． 然而采用解法一的学生并未被

困住 ，从其再现的思考过程看 ，他首先考虑任

意圆与抛物线公共点个数的情况及相应的 四

次方程根的情况 ，
再由两个交点过渡到题 目 所

要求的一个公共点 （ 切点 ） 的情况 ，
从而判断

出
，关于 ｙ 四次式可以分解为

一

个判别式为零

的二次式与
一

个判别式为负 的二次式之积 （ 当

然他并未对此判断作出严格的论证 ）
． 进而该

学生采取待定系数方法 ，达成对这样一个复杂

四次式的因式分解． 整个过程中 ，该学生并未

盲 目蛮干 ，而是展现了 出色的 以形助数技能 、

代数式运算的基本功及 因式分解 的技巧． 采用

解法二 、三的两位学生不约而同运用了分离变

量的思想 ． 前一学生利用导数研究 函数的单调

性与极值 ，展现了较强的运用函数思想研究问

题的意识 ，在导数运算与应用上也有着扎实的
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基本功 ． 后
一学生则观察出④的代数特征 ，

施

以拆项的技巧 ，从而凑成使用平均值不等式后

的定值 ，展现了敏锐的观察力与灵活的代数变

形技能 ．

有勇气用代数手段将研究进行到底 的学

生 ，往往底气在于过硬的代数功底 ． 相较于几

何中添辅助线 、变换这类创造性思维的难点 ，

代数方法解决问题时抽象的运算技巧 同样是

难点． 解析几何的学习想要行得稳 、走得远 ，平

时的教学中要重视代数运算基本功与代数变

形技能的培养 ，关注学生对代数特征的观察意

识和敏锐度的提高 ？

２ 平几助力 、事半功倍

解法四 ： 设圆 与抛物线 ｒ 的唯
一

公共

点为 户
，点 ｐ 处 尸 的切线仙 与 ＾ 轴交于点 儿

由抛物线的光学性质可知 ，
由 焦点 Ｆ 射

向点 Ｐ 的人射光线经 由抛物线表面反射后 ，

反射光线 ｍ 平行于抛物线 的对称轴 （ 即 Ｘ

轴 ） ． 又根据光的反射原理 ， 入射光线 ＦＰ 、反

射光线 与点 Ｐ 处的镜面 ＡＳ 所成角相等 ．

于是 ＝ 乙５／
＞￡

＝ 乙 ／ＭＦ ． 经过点 Ａ 的

圆 的两条切线分别为从 、 处
，故从 ＝ ＃

，

所以 乙 ＝ 乙４仲
，
可 得 尸Ｆ 为 正 三

角形 ．

由对称性 ， 不妨设圆 在 ＊ 轴上方 ，则直

线 的斜率为
－万 ？ 联立方程组

１
ｐｆ

：ｙ
＝ －

＾ （ ｘ
－

 Ｉ ） ，

ｒ
：ｙ

２
＝４ｘ ．

注意 Ｐ 在 ｚ 轴上方 ， 可 解得 ／
？

点 坐 标为

去
， 亨）

， 利用抛物线 定义知 押
＇

＝

＋

＿

（

＿

ｌ
）
＝

ｊ
，而在等腰 △

（？
押 中 ，底角 乙 ＝

故圆 的半径 ＝经检验此时圆 ／２满
〇ｙ

足条件 ■

解法五 ： 设圆 ／２与抛物线 尸
： ／ ＝ 知 的唯

一

公共点为 ２〇 ，
又 由条件易知 Ｆ

（
ｌ

，

０
）

． 考虑圆 ／２ 的弦 ＰＦ 的垂直平分线 ，其点法

向式方程为

ｎ
：（

ｔ

２－
ｌ ）

｜

ａ ：

—

ｊ

＋２ ｔ
（ ｙ

－

ｔ
）
＝

０ ．

抛物线 尸 ： ｙ

２
＝

４＊在点 Ｐ处的切线 Ｚ 的方程

为＝
２

（
ａ：＋ｔ

２

）
，
即

ｌ
：ｘ

－

ｔ
ｙ
＋ｔ

２
＝０

．

由于圆 的切线 Ｚ 、 ＊ 轴 、切点弦的垂直平

分线 ／ｉ 三线共点 ，所以 Ｚ 与 在 尤 轴上的截距

相等 ． 由此易得＾７
＋＝

－

ｆ
， 化简得

ｒ
－

 １２

（
３ ｔ

２
－

ｌ
） （

ｔ

２

＋ｌ
）
＝
〇Ｍ ｔ

２

＝

ｊ
．

由对称性 ，不妨设圆 在 ＊ 轴上方 ，则 ｔ＝

ｆ
，可得：

ａ：
－＋

了

＝０？ 直线
ｒａ

与
ａ：
＝
１的

交点 即为 的 圆心
，
故 ｒ＝

￥． 检

验略．

在解析几何中 ， 代数与几何联系 紧密 ． 我

们能从曲线方程的代数形式 中一窥诸如对称、

范围 、变化趋势等种种几何特征 ，
这些特征有

些已上升为定义 、性质、定理 ，例如圆锥 曲线的

定义、光学性质等． 从某种意义上说 ， 如果完备



２０１９ 年第 １ １ 期 故学疚学 １ １
－

３１

的代数体系提供的是一个连通的铁路网 ，那么

适当利用几何性质就像坐上了直达列车 ， 使我

们到达 目 的地更为迅捷． 作为高中学生 ，他们

尽管未必能说清楚为什么 圆与抛物线在 Ｐ 点

处的切线重合 ，也很容易忘记检验 （ 或论证 ） 所

求得的圆与抛物线的确没有其他公共点 ，但在

几何直观的帮助下 ， 他们可 以迅速作出数学上

的正确推断 ． 采用解法 四的学生巧妙运用抛物

线的光学性质与圆的切线性质迅速锁定了切

点 Ｐ 的位置 ；采用解法五的学生由于恰当地运

用了几何性质 ，转化为仅求直线的交点 ，运算

量得 以显著降低 ． 以形助数 ，
形可 以帮助对抽

象的代数的理解 ；
以数释形 ，使用代数方法不

仅可以解释几何性质 ，还能从不同的几何呈现

方式 中提炼压缩 出共性本质 ． 因此
，
解析几何

的解题应用想要开阔思路、左右逢源 ，平时教

学中要有意识建立起代数与几何的通畅联系 ，

重视数学单元教学设计的整体思考 ，避免数学

知识的生硬割裂与堆砌 ．

３ 拓宽视野 、 回归代数

解法六 ： 由对称性 ， 不妨设圆 在 ＊ 轴上
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据了解 ，采用解法六 、七 的学生在平时学

习 中已掌握了 圆锥曲线的切线 、切点弦 、极线

等知识 ，故他们在代数视角下看问题时 ，思路

更为宽广 ． 例如采用解法七 的学生在构造 圆系

解决问题时 ，并不为复杂 的代数式所迷惑 ， 而

是很清楚方程的代数结构与所表示 的 曲线 的

关系 ． 想要拨开解析几何繁杂运算的迷雾 ， 平

时教学 中应引 导学生进行问题推广 、深入探

究 、归纳提炼 ，
从而提升理论水平 ，促进形成敏

锐的代数特征观察力 ，使其不被繁杂 、多变量

等因素干扰 ． 当然
，
也应使学生体验并逐步掌

握合理建系 、引参、消元、变形 、化简 、设而不求

等策略 ， 以及灵活多样的转化命题的技巧 ． 高

中阶段打下坚实的代数基础 ，并适当地拓宽视

野
，
有利于学生在后续代数学习 中

，
达到概念

（ 下转第 ４６ 页 ）
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４６ 故学牧学

２
． 具体项 目 、方法和实践的设计及实施

过程的研究 ， 如面向小学数学教师在职教育

和教师专业发展 的视频剪辑和 ＩＴ 技术 的

运用
；

３
． 小学数学教师在职教育和教师专业发

展中的具体项 目 、方法和实践有效性 的制度

研究 ；

４ ． 影响小学数学教师在职教育和教师专

业发展的 系统和社会文化因素的 比较和制度

研究
；

５ ． 小学数学教师在职教育和教师专业发

展的研究与实践之间可 能的相 关或非相关

问题．

专题研究小组 ３１
：
中学数学教师的在职

教育和教师专业发展

主 席 ：
ＫｏｎｒａｄＫｒａｉｎｅｒ（Ａ ｌｐｅｎ

－Ａｄｒｉａ－
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）

中国联络人 ： 黄友初 （上海师范大学 ）

本组焦点是 以大规模促进中学数学教学

为初衷的在职教育和专业发展研究． 扩大规模

意味着达到较大的班级数 （ 多于 １０ 个 ） ， 并且

可能是整个学校 、地区 、城市 ，甚至是
一

个州或

国家的规模 ？ 本组欢迎诸如在职课程
，
专业发

展项 目 ，学校发展工程 ，
实践者和研究者的协

作网络之类的所有相关研究项 目 ． 可能的研究

（ 上接第 ３ １ 页 ）

的进一步抽象压缩 ，为掌握更普适的规律 ，
发

展更高阶的代数抽象思维做好准备 ．
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问题有 ： 如何扩大专业发展项 目 的规模 ？ 要使
一个项 目 适应到新的文化环境 中 ，

需要考虑

哪些因素 ？ 哪些方面的干预可 以扩大
，
哪些

不可以 ？ 如何评估大规模方法带来 的影 响 ？

适用于学生数学学 习 的诊断类型是什么 ， 为

什么 ？ 研究与实践之间的合作可在 系统层面

上达到多大程度的稳定？ 需要哪些关键因素

来保持这种合作？ 合作过程 中又将面临哪些
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