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教材分析从理解走向探究：
寻找均值不等式链中的主线

葛慧敏徐章韬

(华中师范大学 数学与统计学学院 430079)

1 引言

二元均值不等式链是指兰告≤∥万≤竺芸
“T口 ‘

广可—广■r≤．／半，是一个重要的课后习题．古希腊人
’V 厶

用定比分点给出了上述各种平均的定义法．[1]数

学史料具有重要的教育价值，如何把其教育价值

更好地彰显出来，一直是HPM的一个重要努力

方向．借助历史，让学生经历思考过程，最后指向

结果，这是获取数学活动经验，提高学生核心素养

的重要手法，因为“没有过程等于没有结果”，120只

要结果不要过程，不是认识论，也不是方法论．研

究均值不等式链中的主线，在知识层面沟通了函

数、不等式、解析几何等板块；在技能方面，学生获

得了各种变换技法；在活动经验方面，看到了数学

灵活的一方面，从结果理解走向了探究，这正是学

科核心素养所要倡导的．

下面是在教材深度分析中，通过探究来理解

教材的一个案例．这个案例的作用不只是从另外

一个角度理解均值不等式，而是为了阐明一种一

线串通的思考路径．

2各种平均数的得来

2．1算术平均数

算术平均数虽然简单，但却是各种平均的起

点．算术平均数可以发展为加权平均数，甚至数学

期望等．算术平均数的几何意象是中点，即z一

日：6一z，变形即得z一竺娑．记为A一生芸．为
厶 厶

^一．r了便于推广，把z一口一6一z写成比式，即∑
卫 “

一1．也可以写成堕一1一旦一拿．

2．2调和平均数

对算术平均中出现的基本结构篙一J：L进
行常数A和分式结构的变换．

(1)变常数

常数变易法是一种十分有趣且奇妙的变换

法．对生2—1一旦一曼的右边进行常数变易，不

妨令生一鱼，则T一呈告为调和平均数，记为
H一半．

(2)分式变换

进行倒数变换．倒数变换是代数变形中的一

种常见技法．

1 1

令B一丢肛丢肛÷扣Ⅲp鲁I， 以 T 上 l

，，得到z一击一蔫，此时÷二
了十i

丢(丢+軎)，丢表示数日和数6倒数的算术平均
数，也印证了调和平均数的概念‘3|：调和的概念来

源于古希腊毕达哥拉斯学派研究数字时发现的音

乐属性，如果取三根琴弦，其长度分别为10，12，

15，用同样的力弹拨这三根绷得一样紧的琴弦，它

们将会分别发出很调和的乐声．研究它们的弦长

时发现：南一壶一去一去，这就被认为是调和乐

音的数学机理了，变形可得丧一丢(熹+击)，这
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是一种新的平均形式，且称12为10和15的调和

平均数．

2．3几何平均数

(1)常数变易

对生：旦的右边进行常数变易，不妨令

里：．／旦，化简为z：“万为几何平均数，记
Z一盘 7＼／“

为G=以万．

(2)变常数为未知数

令生二一鱼，化简得到z：以万，对生二一

旦进行比例变换，得到生≥：翌，即≠一旦，
置 b 王 b Z

上式表达了z的平方可以用数日和数6的乘积表

示．几何平均数来源于欧几里德的《几何原本》口]，

该书最先提出了几何数列(即等比数列)的概念．

例如，两个正方形的边之比为手，则面积比为》，
但巧妙之处在于必然存在一个数口6，使得兰和筹

nD 6。

的比值都等于导，于是。2、口6、62形成了一个以

n6为等比中项的等比数列(此时称几何数列)，进

而推出几何平均数的概念——某数的平方等于另

两个数的乘积，例中(。6)2一n2×6 2，故口6是口2

和62的几何平均数．

(3)分式变换

对生二一鱼进行分式变换，不妨令氅二≤一

兰，化简得z一√万为几何平均数．这种变换也可

看作是这样进行的，生二：兰鲁．鱼，对右边进
行了大幅度的变换．

2．4平方平均数

(1)常数变易

对生!一；#．鱼进行常数变易，把鱼变

成1，则上式即为坚一；#，也得到z一

√誊专堡，即z为平方平均数，也称为均方根．记

吒／半．
(2)分式变换

对生!：1进行分式变换，不妨令氅二薯：

1耥峥．／半．
3各种平均数的统一

3．1 引出凸、凹函数的概念

上面四种平均数，都可以表面上写成算术平

土上土

均的样子：A一竺笋，吉=旦÷旦，
19G一遂尝，Qz：半．

对基本元素口，6实施倒代换，对H也实施相应的

倒代换，对口，6实施对数代换，对G也实施相应

的对数代换，对口，6实施平方代换，对Q也实施

相应的平方代换．按此程序得到各种“平均数z”，

其中z满足厂(z)一￡鱼掣．对于复杂的
／，由此定义的平均数z，可能很复杂．为了认识

它，人们就用熟悉的，(竺≯)来认识厂(z)，这样

厂(半)与m)=学之间会形成不
等或相等关系，于是引出了凸、凹函数的概念．

3．2得到大小关系链

均值不等式链中的四个平均数都可以通过函

数厂(z)一生取特定的值而得到，把上述特定
的函数值进行排序，得到：

筹一篇<·=篙一争<鲁=篙
<争一篇，
再由比例的性质有

击<熹<击<击，
故有Q>A>G>H．

3．3从几何上说明

古希腊人为了克服无理数的困扰，对线段比

十分热衷．平行线分线段成比例定坪更是相似三

万方数据



28 数学通报 2020年 第59卷第12期

角形的基础．由此，可以得到上述不等式链的几何

说明．

如图1，四边形ABCD为梯形，其中AB=n，

DC=6(不妨设n<6)，设0为对角线AC与BD

的交点，EF∥DC，GH为梯形的中位线，KL∥DC

且使得梯形ABLK∽梯形KLCD，U∥DC且U

是梯形ABCD的等分面积线段．

D

图1

C

(1)分别计算线段EF，GH，KL，JJ的长度．

①因为△ABo∽△cDo，则箦=器=詈，
所以由EF∥Dc得，Eo=Fo一云％，

即EF=2Eo三等．
②因为梯形ABLK∽梯形KLCD，

所以嚣一器卿KL一瓜．
③GH为梯形中位线，则GH一生望．

④如图2计算U的长度，延长CB与DA

交于点M．

D

图2

C

伽埔总=(等)2卿㈤一熹，
同理得卷=(等)2卿(詈)2一彘，
联立两个等式得鲫一√孚．

(2)研究线段EF，GH，KL，U在梯形AB—

rD申的付詈

D

图3

C

如图3，设线段KL与线段BD交于点O。，线

段GH与线段BD交于点O。，线段U与线段

BD交于点0。．

因为梯形|ABLK∽梯形KLcD，所以占％=

器=竺=去，又因为器=詈，器=h
导<圭<1，得到线段EF，KL，GH在梯形
D 以6

ABCD中由上至下分布，又梯形ABHG面积小

于梯形ABJJ面积，所以GH<U．

综上，篇≤瓜≤字≤√半．口1一口 厶 ’＼『 厶

4分析与讨论

在上述过程中能够看到，采取的主体思路是：

以定比分点公式为主线串通均值不等式链．通过

算术平均数的定义引入定比分点公式的表示，猜

想定比分点公式可以推导出调和平均数、几何平

均数和平方平均数；把握三种平均数的特点，利用

常数变易和分式变换两条变换路线进行推导；说

明均值不等式链中的各种平均数都可以通过定比

分点公式而得到．最后从函数、几何的角度再次认

识均值不等式链．

在这个过程中，体现了以“一线串通”的方式，
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多方向多维度对均值不等式进行探索．在探索的

过程中，从定比分点的角度，深刻理解四种平均数

的概念以及平均数之间的不等关系，将定比分点

与平均数的来源与概念融合，进行层次性的变换；

将不等关系从数过渡到线段中的定比分点，进行

维度的升华，体现了数学的渐变性与统一性；同时

也建构了几何与代数、函数与不等式之间的桥梁，

增添了课程的趣味性与深度．

对教材进行深度分析是教师的基本功之一．

有两条基本路径．其中一条是对已有的文本进行

多角度的理解，或者是从高观点解读、或者是从多

角度解读、或者是从横向关联的角度进行解读．其

目的在于“理解数学”，把已有文本后面的数学的

精神、思想、方法揭示出来，让学生获得不一样的

体会．第二种路径是就通过探究来理解教材，就如

进攻是最好的防御一样，做数学探究也是一种理

解教材的好方式．

数学的本质是自由，数学教学是培养创造性

思维的舞台，在大学课堂教学中更应如此．本课例

是在课堂教学中，通过教基本知识，以一线串通相

关知识，举_二反三思考问题而产生的一个思考结

果．通过研究深化了学生对均值不等式链的理解，

更为重要的是培养了学生创造性的思维，导引了

他们的思考．
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性质)，就是与特殊向量相关的运算、两个有特殊

关系的向量的运算所表现的特殊性；

向量基底表示向量中体现的数学思想，特别

是单位正交基的使用；

向量法——先用几何眼光观察，再用向量法

解决；等等．

6．6加强用“几个一般定理"解决问题的训练

向量的加法法则、数乘向量、向量的数量积和

向量基本定理等几个“一般定理”的灵活应用需要

一定的训练，要让学生养成用向量思考和解决几

何问题的习惯．

三角形、平行四边形是最基本的几何图形，平

行、垂直是最基本的关系，几个“一般定理”是对这

些基本图形和基本关系的向量表达．要注意利用

这几个“一般定理”，加强用向量的语言和方法处

理平面几何中基本问题的训练．例如，线段的定比

分点，余弦定理、正弦定理的发现与证明，三角形

的“心”的性质，平行四边形中边、对角线之间的关

系，等等．

6．7关于投影向量

投影向量是本次课标修订中引入的概念．

投影向量是与向量垂直有

关的概念．如图9，OM一口，0N

=6．过点M作直线ON的垂D

图9

线，垂足为Ml，则口=OMl+M。M，其中oM。与
·__·___·-·d■-·___·_·-●

6共线，M。MJ-6．可以发现，0M。与口，6都有关

系，这是需要研究的．

设与6方向相同的单位向量为P，口与6的夹

角为口．当口为锐角时，容易得到0．M。=I口I·

cos如．而口的取值范围是0到7c，可以验证口为

直角、钝角以及口=o，口=7c时此式仍然成立．

由数量积的定义可得口·e=I口l cos口，所以

OM，=(口·P)P，此式揭示了投影向量与向量数

量积的联系．

0M。I是点。到直线MM，的距离，而

OM，I=In·P I，这是用向量方法推导点到直

线的距离公式的依据．
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