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基于数学史料的高中数学问题编制策略①

汪晓勤

(华东师范大学教师教育学院200062)

l 引 言

近年来，随着HPM视角下课例研究的深入

开展以及一系列相关课例的发表，越来越多的数

学教师开始关注HPM的教学理念、教育价值和

教学策略．一般说来，数学教学中运用数学史料的

方式有附加式、复制式、顺应式和重构式Ⅲ．除了

附加式(介绍数学家的生平轶事、提供数学史阅读

材料等)外，其他三种方式都与问题提出息息相

关：复制式指的原始材料的直接采用(有时需要进

行必要的语言转换)，其中最主要的材料之一就是

历史上的数学问题；顺应式指的是对数学史料的

改编，包括对问题的改编；重构式是指借助一系列

由易至难、环环相扣的问题串，再现知识的发生和

发展过程．因此，在HPM视角下的数学教学中，

数学问题乃是数学史的最重要的载体．

另一方面，近年来，高考数学卷中相继出现了

一些涉及数学文化的问题，这些问题引起人们的

浓厚兴趣，已有大量文献对这些问题做过分析(如

[5—11])．数学史是数学文化的重要组成部分，讨

论高考数学文化题，都绕不开基于数学史的问题．

尽管已有部分文献对数学文化或数学史问题进行

了分类(如[6]和[8])，但分类方法还有待于进一

步论证、细化和修正．本文的研究问题是：如何从

数学史料出发，编制数学问题?高考数学卷中涉

及数学史的问题反映了问题提出的哪些策略?

我们希望在已有相关研究的基础上，建立“基

于数学史的问题提出策略”的分类框架，并用于部

分高考试题以及高中数学典型问题的分析，为未

来HPM视角下的课堂教学和试题命制提供

参考．

2基于数学史料的问题提出策略

美国学者希尔佛(Silver)等人的研究表明，根

据已知情境或已知问题提出新问题的具体策略有

四种‘2][3]：

·条件式策略，即改变给定情境的条件而保持

其目标不变，提出新问题；

·目标式策略，即改变给定情境的目标而保持

其条件不变，提出新问题；

·对称式策略，即将给定情境中的条件和目标

互换，提出新问题；

·链接式策略，即以给定情境的目标作为已知

条件，提出新问题．

其中前两种策略即为所谓的“否定属性”

(what—if—not)策略．如果给定情境是含有条件

和目标(或结论)的数学史材料(主要是数学命题

和数学问题)，那么相应地，“基于数学史料的问题

提出策略”也包含上述四类，从数学史运用方式上

说，这四种策略都属于顺应式．但是，希尔佛在其

研究中所发现的问题提出策略，并不考虑课堂教

学的需求，而本文所说的“基于数学史的问题提出

策略”是服务于课堂教学的，因而有其特殊性．对

于含有条件和目标(或结论)的数学史料来说，具

体体现在以下几个方面：

·当数学史料完全满足课堂教学需求，即满足

科学性、有效性、可学性、趣味性和人文性时，无需

对其进行改编，因此，基于数学史料的问题提出策

略应该包含“复制式策略”，即除语言翻译外，对情

境、条件、目标(或结论)不加改编而直接采用；

·当数学史料部分满足课堂教学需求，但未能

体现可学性、趣味性或人文性时，需要补充情境或

①“上海高校立德树人人文社会科学重点研究基地”之数学教育教学研究基地项目“数学课程与教学中如何落实立德树人根本任

务的研究”(A8)系列论文之一．
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对原有情境进行改编，但不改变史料中的条件和

目标(或结论)，这种策略称为“情境式策略”；

·针对一则数学史料，采用以上各类策略所提

出的问题，都无法满足课堂教学需求，此时，教师

需要同时改变史料中的情境、条件和目标(或结

论)，此时的策略称为“自由式策略”．

对于不含条件或目标(或结论)的数学史料

(主要是指概念定义、作图工具等)，为了编制满足

课堂教学需求的问题，需要设定条件或目标，此时

的策略也属于“自由式策略”．

因此，“基于数学史料的问题提出策略”至少

有七类，见表1．

表l 基于数学史料的问题提出策略

类别 数学史料 问题提出的策略

公式、定理 复制式、条件式、目标式、对

含有条件
或法则 称式、自由式

和目标
复制式、情境式、条件式、目

数学问题 标式、对称式、链接式、自

由式

概念定义 自由式

不含条件
作图工具 自由式

和目标

其他史实 自由式

例如，《九章算术》勾股章中设有如下问题(通

常称为“勾股容方问题”)：“今有勾五步，股十二

步，问：勾中容方几何?”如果我们以该问题作为出

发点，运用各种策略，分别可以提出以下新问题．

问题1：已知直角三角形的两条直角边的长

分别为5和12，求与该直角三角形具有公共直角

的内接正方形的边长．(复制式)

问题2：有一块直角三角形空地，直角边长分

别为5米和12米．现要在该空地上建一个面积最

大的正方形花坛，求该花坛的边长．(情境式)

问题3：已知直角三角形的两条直角边长分

别为7米和25米，求与直角三角形具有公共直角

的内接正方形的边长．(条件式)

问题4：已知直角三角形的直角边为口和6，

求其内接正方形的边长．(条件式)

问题5：若直角三角形两条直角边分别为n
—L

和6，则内接正方形边长为』击．你觉得古人是如
“l U

何得到这个结果的?(条件式)

问题6：已知直角三角形的直角边为5和12，

求其内接正方形的面积．(目标式)

问题7：已知直角三角形内接正方形(与直角
Cn

三角形有公共直角)的边长为岩，斜边为13，求直
1，

角边．(对称式)

问题8：已知直角三角形的直角边为丑和6，

试写出与直角三角形有公共直角的内接正方形的

边长与口和6之间的关系，据此证明均值不等式

兰兰≤竺≯．(链接式)
“l c， 厶

问题9：如图1，若Rt△ABC的两条直角边分

别为口和6，正方形CEDF和MNPQ为它的两个

不同的内接正方形，试比较ECFD和MNPQ边

长的大小．(自由式)

图1勾股召方新问题

问题10：如图1，正方形CEDF和MNPQ内

接于同一个直角三角形ABC，其面积分别S，和

S2，么A一口．已知S1—441，S2—440，求sin2a．

(自由式)

3基于数学史料的高考题

3．1复制式问题

高考数学卷中的“复制式”问题较多取自中国

古代数学名著《九章算术》和《数书九章》，如《九章

算术》中的“九节均容”问题(2011年湖北文理

卷)、“委米依垣”问题(2015年全国课标I卷)、

《数书九章》中的“天池测雨”问题(2013年湖北文

科卷)、“米谷粒分”问题(2015年湖北文理卷)等．

2017全国II卷采用了明代数学家程大位(1533—

1606)《算法统宗》中的问题：“远望巍巍塔七层，红

光点点倍加增．共灯三百八十一，请问尖头几盏

灯?”这是一道已由等比数列项数、公比与和求首

项的问题．命题者除了对原文进行翻译外，原题的

情境、已知条件和目标都不变，故属于“复制式”

问题．
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有些问题看似与数学史无关，但如果从数学

史的角度去看，却是古代数学家解决过的问题．如

2017年江苏卷中的一题：“如图(图2)，在圆柱

0，02内有一个球0，该球与圆柱的上下底面及母

线均相切．记圆柱0。02的体积为V。，球0的体积

为V：，则V。／V。的值是 ．”该问题正是古希

腊数学家阿基米德(Archimedes，前287一前

212)曾经孜孜以求的问题，问题的解决是阿基米

德生前最引以为豪的工作，而在他去世之后，求与

外切圆柱还被刻在他的墓碑上．因此，我们也可以

将本题视为“复制式”问题．

图2圆柱及其内切球

3．2条件式问题

2018年浙江数学卷根据《张丘建算经》中的

百鸡问题编制了一道方程问题：

我国古代数学著作《张丘建算经》中记载百鸡

问题：“今有鸡翁一，直钱五；鸡母一，直钱三；鸡雏

三，直钱一．凡百钱，买鸡百只，问：鸡翁、母、雏各

几何．”(考卷上“丘”误作“邱”，《张丘建算经》原文

中的“直”写成“值”)设鸡翁、鸡母、鸡雏个数分别

fz+y+z一100

为z，y蟛，则1 5z+3v+{z一100·当2—81时，
L

‘

J

z一——，j，一——．’’
这里，命题者对“百鸡问题”中的条件进行操作，将

原题中的不定方程组改编为一个适定的二元一次

方程组，故属于“条件式”问题．

3．3 目标式问题

2017年浙江数学卷先介绍三国时代数学家

刘徽的割圆术以及祖冲之的贡献，然后提出数学

问题：我国古代数学家刘徽创立的“割圆术”可以

估算圆周率丌，理论上能把兀的值计算到任意精

度，祖冲之继承并发展了“割圆术”，将7c的值精确

到小数点后七位，其结果领先世界一千多年，“割

圆术”的第一步是计算单位圆内接正六边形的面

积S6，S6一——．
如图3所示，AB为圆内接正咒边形的一边，

长为口『I，AC—BC是圆内接正2，z边形的一边，

长为n。。，则圆内接2咒边形的面积为

sz。一ns筝形0Aec一咒(丢n。R)一丢咒n。R．
C

勰|| 弧
涵 闵。

圈3 副圆术

上述公式是割圆术的关键公式，刘徽利用该

公式证明了圆面积公式．为了求圆周率的近似值，

从口。一R一1尺出发，刘徽先计算出

s，：一丢×6×n。×R一300(寸2)，
再根据“倍边公式”

口z。一√(鲁)2+(R一√嚼)2，
依次计算％，％，‰和‰，相应计算出

sz。一号×12‰：×R_310焉(寸2)，
s。s一号×24№。×R_313淼(∽，
s。。一丢×48‰s×R=313罴(寸2)，

sⅢ一丢×96×口96×R一314兰(寸2)．s192一寺×96×n96×R一314崇专(寸2)．

显然，割圆术的第一步不是计算S。，而是计

算Sm因此，本题改变了割圆术中的目标，因而属

于“目标式”问题．如果将所求项改为S㈨那么问

题就符合割圆术的原意，成为“复制式”问题了．本

题中，命题者的初衷并非目标操作，但由于曲解史

料的原意，无意中改变了问题提出的策略．

2018年全国I卷以希波克拉底定理为基础，

编制了一道概率问题：

下图(图4)来自古希腊数学家希波克拉底所

万方数据
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研究的几何图形．此图由三个半圆构成，三个半圆

的直径分别为直角三角形ABC的斜边BC和直

角边AB，AC．ABC的三边所围成的区域记为I，

黑色部分记为Ⅱ，其余部分记为Ⅲ．在整个图形中

随机取一点，此点取自I，Ⅱ，Ⅲ的概率分别为

pl。p2，p3．则

A．夕l一户2； B．户l=户3；

C．户2一声3； D．p1=夕2+户3．

本题所依据的数学史料是希波克拉底定理，

该定理的结论是Rt△ABC的面积等于两个弓月

形面积之和，即区域I的面积等于区域Ⅱ的面积．

命题者对定理的结论进行操作，将I和Ⅱ的面积

关系替换为“在整个图形中随机取一点，此点取自

I和Ⅲ的概率户。和户。的大小关系”，形成一个新

问题，故本题也属于目标式问题．

C

图4希波克拉底的几何图形

3．4 自由式问题

“自由式”问题在历年高考题中也时有出现，

如2012年湖北理科卷根据历史上圆周率的不同

分数近似值，编制了一道比较包括《九章算术》“开

立圆术”在内的不同球体积近似公式的问题；2015

年湖北文理卷根据16世纪荷兰数学家舒腾(F．

van Schooten，1615—1660)的椭圆规编制的解析

几何问题．2018年北京卷根据明代学者朱载墒

(1532—1611)的“十二平均律”编制了一道等比数

列问题：

“十二平均律”是通用的音律体系，明代朱载

靖最早用数学方法计算出半音比例，为这个理论

的发展作出重要的贡献．十二平均律将一个纯八

度音程分成十二份，依次得到十三个单音，从第二

个单音起，每一个单音的频率与它前一个单音的

频率之比都等于了2．若第一个单音的频率为，，

则第八个单音的频率为

K．漉“B．灌“
c．j箝“D．j淞f

由于“十二平均律”属于音乐理论，属于表1

中“不含条件和目标”的史料，由此提出的问题归

为“自由式”．

当然，有些高考题虽然贴上了数学史的“标

签”，但并不属于“基于数学史料的数学问题”．如

2019年浙江数学卷先介绍了祖日f亘原理——“缘幂

势既同，则积不容异”，然后编制了一道已知柱体

的三视图，求柱体体积的问题．该问题本质上与祖

呕原理并无多大关联．

4基于数学史的数学问题举例

为了进一步说明“基于数学史的问题提出策

略”的分类框架的可行性，我们再举两个例子．

4．1奇数与立方数的关系

公元1世纪，古希腊数学家尼可麦丘(Nico—

machus)发现奇数与立方数之间存在如下

关系[1 2|：

1=1 3．

3+5—23。

7+9+11—33，

13+15+1 7+1 9—43。

在尼可麦丘所生活的时代，人们并不会用字

母表示数，因此，我们无法苛求他给出奇数与立方

数的一般关系式．上述规律为三次幂和公式的发

现开辟了道路，我们有理由相信，尼可麦丘已知道

三次幂和的规律，因为同时代的罗马土地测量员

据说都知道这个规律．事实上，根据尼可麦丘的上

述规律，我们有

1 3—1—12(1个奇数)，

1 3+23—1+3+5一(1+2)2(1+2个奇数之

和)，

13+23+33=l+3+⋯+儿=(1+2+3)2(1

+2+3个奇数之和)，

13+23+33+43一l+3+⋯+19=

(1+2+3+4)2(1+2+3+4个奇数之和)，

尼可麦丘写不出一般的等式，而有了字母表

示任意数的思想，我们可以写出一般关系式，并找

出更多的规律．据此，我们可以编制一系列问题．

把正奇数数列{2行一1)中的数按上小下大、左小

右大的原则排成如下三角形数表：

万方数据
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l

3 5

7 9 1 l

13 15 17’ 19

21 23 25 27 29

设‰，(”，m∈N+)是位于该三角形数表中从上往

下数第卵行、从左往右数第m个数．

(1)用九和m表示以。；

(2)已知口。一2021，求行和m的值；

(3)设n。。+＆北+⋯+以，。一6。求数列{6。)的

前行项和S“

(4)设c。一6。+．一6。利用数列{c。}的前行项

之和，求二次幂和12+22+⋯+行2；

(5)求1im堕±粤±生和
”一。。 DN+1

“11+＆12+⋯+n1。

6n

(6)已知函数厂(z)的反函数为厂-1(z)一

8”z 3(工>O，”∈N+)，求数列{厂(6。))的前行项和

T。，并求lim丁∥

(7)证明：当纠吼等+样+．．．+
厂(6。)、1

盘。+1
7

4‘

以上问题都是以尼可麦丘所发现的奇数与立

方数之间关系为出发点，且问题的条件和目标都

是新设的，因而均属于“自由式”问题．

问题(4)和(6)的背后还蕴含了更多的数学史

元素．(4)中的累加法，正是17世纪法国数学家帕

斯卡(B．Pascal，1623—1662)推导幂和公式的方

法，由等式

(r+1)’1。1——r9

一c：+1，+C；+1，_1+⋯+C2+l r+1

分别取r一1，2，⋯，”，将”个等式两边分别累

加，即可有p一1次以及更低次的幂和公式推导

出p次幂和公式[1⋯．

(6)中的厂(6。)一羔，所求的1im丁。正是14

世纪法国数学家奥雷姆(N．Oresme，1323—

1382)用几何方法(图5)解决过的无穷级数问题，

奥雷姆的结果是

土牟三一_旦+⋯+旦+⋯一9
2 ’22 23 ’2”

一

图5奥雷姆的面积变换方法

从例1可见，从古代数学史料出发可以提出

有若干问题组成的问题串，而其中的某些问题本

身也可能是历史上别的数学家曾经解决过的问

题，因次，如果以别的史料为参照，这些问题可能

又会成为“复制式”或“条件式”问题了．

4．2抛物弓形的面积

古希腊数学家阿基米德在其《抛物弓形求积》

中解决了抛物弓形的面积问题．如图6所示，设

AB是抛物线的一条弦，阿基米德证明⋯：

图6抛物弓形的性质

命题1：过抛物线上任意一点P作抛物线对

称轴的平行线，交AB与C，若AB平行于抛物线

在点P处的切线MN，则AC—BC；反之，若AC

—BC，则AB平行于抛物线在点P处的切

线MN．

命题2：P为抛物线上任意一点，直线AB与

抛物线在P处的切线MN平行，交抛物线于点A

和B，过P作抛物线对称轴的平行线，交AB于点

C，交抛物线在点A处的切线于点T，则P丁
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=PC．

命题3：过AB的中点C作抛物线对称轴的

平行线，交抛物线于点P，则P为抛物弓形的

顶点．

命题4：设P是抛物弓形ABP的顶点，Q和

R分别是AP和BP所截的小抛物弓形的顶点，
1

贝0 s△APQ=s△BPR=吉s△ABP．
U ’

命题5：设P是抛物弓形的顶点，则抛物弓形
』

ABP的面积等于÷s△ABP．
U

由于只有纯几何的方法，加上没有极限概念，

命题5的证明并非易事，需要用到穷竭法．而我们

今天有了解析几何这一重要工具，再加上极限工

具，可以根据阿基米德上述命题编制一组新的解

析几何问题．

如图7，直线z：y=志z+6与抛物线z2—2户y

(夕>O)相交于不同的两点A(zl，y。)，

B(zz，yz)．M(z。，y。)是抛物线上任意一点，过M

作y轴的平行线，交AB于C．

I／

l

／

＼
D

图7基于数学史的抛物线问置

(1)求抛物线平行弦的中点轨迹；

(2)求抛物线在点M处的切线方程；

(3)证明：C是AB中点的充要条件是抛物线

在点M处的切线平行于AB；

(4)证明：若C是AB的中点，且抛物线在点

A处的切线与CM的延长线交于点T，则cM

=MT：

(5)证明：若C是AB的中点，则CM是抛物

弓形中所有与y轴平行的截线段中最长的线段，

即点M是抛物弓形的顶点．

(6)设c为AB的中点，I z。一z，I=d，试用d

来表示△ABM的面积．

(7)设C为AB的中点，联结AM、BM，分别

作与AM、BM平行的切线，切点分别为E、F，证
1

明：s△AME=s△肼=音s△ABM．
U

(8)求抛物线弓形ABM的面积．

以上8个问题中，问题(3)、(4)、(5)、(7)和

(8)分别对应于阿基米德的命题1—5，问题的目

标没有变，但采用代数方程来表征抛物线和直线，

问题的条件发生了改变，因此，这些问题都属于

“条件式”问题．而问题(1)、(2)和(6)则属于“自由

式”问题．

5结语

以上我们看到，根据“基于数学史料的问题提

出策略”的分类，有关高考题大多采用了复制式、

条件式、目标式和自由式四种，但很少采用情境

式、对称式和链接式．根据“奇数与立方数之间的

关系”和“抛物弓形的面积”两则史料所编制的一

系列高中数学问题表明，由于古今数学表征、数学

方法、数学工具的巨大差异，要编制适合于今日课

堂教学或考试的数学问题，条件式和自由式往往

是理想的选择．

基于数学史料的数学问题提出策略对于

HPM视角下数学教学设计和数学文化试题的编

制都有重要指导意义．但是，就像一个具有高超的

烹饪技术但缺少好食材的厨师很难烧出一道好菜

一样，一个掌握了问题提出策略却缺乏好素材的

教师或命题者也无法编出一道好题．首先，一线教

师和命题者需要针对高中数学课程中涉及的知识

点开展更深入、系统的历史研究，丰富课程、教材

和教学的数学问题资源；其次，教师专业发展指导

者可将“基于数学史的问题提出”这一主题纳人在

职教师的培训课程中，让一线教师更多地了解问

题提出策略，学习如何对数学史料做出必要的裁

剪和加工，形成合适的数学问题；再次，一线教师

和命题者需要正确认识基于数学史料的问题的教

育价值，不能仅仅满足于数学文化标签，而是要展

示数学文化的精髓，充分发挥数学史的多元教育

价值．
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题5：在△ABC中．求证：cos2A+cos2B+

cos2C+2cosAcosBcosC一1．

分析：此题若用三角公式变形，运算会比较复

杂．构造一个方程

z2+2zcosBcosC+cos2B+cos2C一1一O，①

贝0根的半0另0式

△一4 cos2B cos2C一4(cos2B+cos2C一1)

一4(1一cos2B)(1一cos2C)一4 sin2B sin2C

因此方程①的根为

z一一cosBcosC±sinBsinC=一cos(B士C)．

取其中的一个根z一一cos(B+c)一cosA代入，

既得cos2A+cos2B+cos2C+2cosAcosBcosC一1．

上面5道题目，以方程思想方法为主线，组成

一个单元教学，把代数、几何、三角等不同领域的

问题用方程思想方法串联起来，可以起到完善学

生认知结构，培养逻辑推理和数学运算能力．

4．3教学策略

(1)鼓励学生讲解

教师给出任务，学生完成任务，选择解答问题

出现错误的学生和解答问题优秀的学生上讲台，

讲解自己的解题过程，教师和同学共同评判，让大

家共同分析产生错误的原因，学习优异的解题思

路，同时可以培养学生数学交流的能力．

(2)形成方法体系

在“回顾反思总结规律”环节，教师要分析这

组题目的共性，为什么它们能够被统摄在一种思

想方法之下，其特点和规律是什么，突出数学思想

方法的价值与功能，让数学思想方法深入学生心

灵，而不仅仅是为了掌握一些知识．要强调的是，

思想方法也包括一些解题的技巧，但解题技巧不

是主流，思想方法层面更高、更普适，它与发展核

心素养密切相关．
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