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例谈解题过程中问题解决的逻辑线索和逻辑关系
· 安徽省金寨第一中学  六安市徐道奎名师工作室  徐道奎

一 、问题的提出

解题是数学教学的重要组成部分 ，“数学的真正

组成部分应该是问题和解 ，解题才是数学的心脏”（美

国数学家哈尔莫斯语） ，“掌握数学就意味着善于解

题”（美籍匈牙利数学家波利亚语） ，解题在发展学生

素养 ，提升学生能力中的作用不可替代 ．正因如此 ，一

线教师非常注重解题教学 ．衡量一个教师的教学水平

很大程度上要看他的解题能力和解题教学水平 ．

数学解题的关键是什么呢 ？笔者认为 ：在于找到

问题解决的逻辑切入点 ，打开问题解决的突破口 ，发

现问题解决的逻辑线索 ，找到问题解决的逻辑关系 ．

为什么呢 ？ 第一 ，解题过程是不断地寻求思路的过

程 ，这个过程本身充满逻辑性 ．第二 ，逻辑线索和逻辑

关系反映问题的内在联系 ，决定问题的解决方向 ，能

否找到这个线索和关系 ，也就决定了解题能否顺利进

行 ．尤其能力要求较高的问题 ，因其内在逻辑关系更

为隐蔽 ，逻辑跳跃较大 ，找到问题解决的逻辑线索更

为困难 ，需要综合分析 ，在探究中发现 ．

二 、问题解决的逻辑关系（逻辑线索）寻
找路径

（一）依据概念的内涵和意义寻找逻辑关系

理解概念是厘清逻辑关系 、发现逻辑线索的前

提 ，问题解决的逻辑线索很多来自概念 ，抓住概念反

映的数学本质是根本 ．

例 1  （２０１８年全国卷 Ⅰ 理科第 １２题）已知正方

体的棱长为 １ ，每条棱所在的直线与平面 α所成的角

都相等 ，则 α截此正方体所得截面面积的最大值为
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分析 ：线面角的概念是寻求逻辑关系的关键 ．

（１）由线面角概念可知 ，线面角实为线线角（平面

外直线与其在平面内的射影的夹角） ．

（２）线线角中 ，“平行”不改变夹角 ，因此 ，“所有

图 １

棱”转化为“三条棱” ．

（３）“三条棱”再转化为从同

一个顶点出发的三条棱 ，从而得

到一个截面 ．这样 ，可以先把满足

条件的截面之一找到 ，考虑棱

A １ B１ 、A １ D１ 、A １ A 的三条棱 ，如

图 １ ，平面 AB１ D１ 即是一个截面 ．

（４）为什么上述三条棱与平面 AD１ B１ 所成的角

相等 ？因为线面角（不妨设直线为 l ，平面为 α）的正弦

（除直角和零度的角）为 sin α ＝
d
l０ ，其中 d表示斜线 l

上任一点 P到平面 α的距离 ，l０ 表示点 P到斜线与平
面的斜足之间的距离（称为“斜距离”） ，因为三条棱过

同一点 A １ ，截面 A D１ B１ 的三条斜线 A １ A 、A １ D１ 、

A １ B１ 的公共顶点 A １到平面 AD１ B１的距离 d相同 ，又

A １ A ＝ A １ D１ ＝ A １ B１ ，“斜距离”相等 ，因此 ，三个端点

B１ 、D１ 、A 即组成满足条件的一个截面 ，我们记为 α ．

（５）面积的最大截面应该与截面 α平行 ，那么 ，哪

一个符合要求呢 ？平行移动平面 α ，由对称性可知 ，当

截面 α是经过正方体相应的六条棱的中点时截面面积

最大 ．

（二）在回归问题的数学本质中寻求逻辑关系

数学问题 ，纷繁复杂 ，但“万变不离其宗” ，问题的

数学本质和解决方式不变 ，通过这些“不变” ，挖掘逻

辑线索 ，寻找逻辑规律 ．

图 ２

例2  （２０１７年全国卷 Ⅰ 理

科第 １６题）如图 ２ ，圆形纸片的

圆心为 O ，半径为 ５cm ，该纸片

上的等边三角形 ABC的中心为
O ，D ，E ，F 为 圆 O 上 的 点 ，

△ DBC ，△ ECA ，△ FAB分别是
以 BC ，CA ，AB为底边的等腰三
角形 ．沿虚线剪开后 ，分别以 BC ，CA ，AB为折痕折起
△ DBC ，△ ECA ，△ FAB ，使得 D ，E ，F重合 ，得到三

棱锥 ．当 △ ABC的边长变化时 ，所得三棱锥体积（单

位 ：cm３
）的最大值为 ．
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分析 ：求解“最值”问题 ，一般要转化为函数问题

处理 ，这是问题解决的根本 ，是问题解决的本质 ．既然

是函数最值或值域问题 ，则需找到函数关系 ．

如图 ２ ，连结 OF交 AB于 P ，设折叠后 D ，E ，F重

合于 F′ ．设 OP ＝ x ，则 AB ＝ ２ ３ x ，S △ A BC ＝
１

２
· （２

３ x）２ sin ６０° ．又知 OF ＝ ５ ，FP ＝ ５ － x ，三棱锥的高
OF′ ＝ （５ － x）２ － x２ ＝ ２５ － １０ x ，所以三棱锥的

体积 V ＝
１

３
S △ A BC · OF ＝ １５（５ x４ － ２ x５ ） ．令 f （x） ＝

１５（５ x４ － ２ x５ ） ，可以通过导数求出最大值 ．

（三）在条件与结论的充分融合中寻求逻辑关系

例 3  （２０２０全国卷理科第 ２０题）已知 A ，B分别

为椭圆 E ：
x２
a２ ＋ y２ ＝ １（a ＞ １）的左 、右顶点 ，G为 E的

上顶点 ，AG →· GB →＝ ８ ，P为直线 x ＝ ６上的动点 ，PA 与
E的另一个交点为 C ，PB与 E的另一个交点为 D ．

（１）求 E的方程 ；

（２）证明 ：直线 CD过定点 ．

分析 ：（第二问）本问涉及到的点 、线较多 ，隐含的

关系复杂 ．如何找寻条件结论的契合点 ？ ① 从结论分

析 ．怎样证明直线 CD 过定点呢 ？如果直线方程 x ＝

my ＋ n或 y ＝ mx ＋ n中m ，n系数有一个固定关系 ，则

往往能够发现定点 ．因此要设法找出 m ，n ．先求出点
C和点 D的坐标 ，再求出直线 CD的方程 ，整理成 x ＝
my ＋ n或 y ＝ mx ＋ n形式 ，观察出定点 ．② 从条件分

析 ：P为直线 x ＝ ６上的动点 ，设 P（６ ，m） ，PA ，PB与
椭圆的交点 C ，D坐标可以解出 ，用参数表示 ．条件结

论联系起来了 ，解题的逻辑思路有了 ．

（四）从形式结构中发现逻辑关系

逻辑关系和逻辑线索有时隐藏在式子中 ，要通过分

析 、观察式子的结构发现其隐含的逻辑关系和逻辑线索 ．

例 4  （２０２０年全国卷 Ⅰ 理科第 １２题）若 ２
a
＋

log２ a ＝ ４
b
＋ ２log４ b ，则（   ） ．

A ．a ＞ ２b  B ．a ＜ ２b  C ．a ＞ b２  D ．a ＜ b２

分析 ：观察题目中给出的式子结构 ，容易联想它们

均与某一函数的函数值有关 ．构造 f （x） ＝ ２
x
＋ log２ x ，

通过函数的单调性解决 ，显然 ，答案 B符合题意 ，理由

如下 ：若 a ＜ ２b ，则 f （a） ＜ f （２b） ，则 ２
a
＋ log２ a ＜ ２

２ b

＋ log２ ２b ．由于２
a
＋ log２ a＝ ４

b
＋ ２log４ b ，则４

b
＋ ２log４ b ＜

２
２ b
＋ log２ ２b ，可得 ２log４ b ＜ log２ ２b ，进一步得到 b ＜ ２b ，

而其余几个答案不成立或不一定成立 ．

（五）顺着问题发生发展的路径寻找逻辑关系

有些问题 ，其逻辑线索不甚明显 ，我们可以顺着

问题发生发展的路径或按照题目“暗示”的问题解决

方向寻找逻辑线索 ，发现逻辑关系 ．

例 5  已知椭圆 C的两个顶点分别为 A （－ ２ ，０） ，

B（２ ，０） ，焦点在 x 轴上 ，离心率为
３

２
．

（１）求椭圆 C的方程 ；

（２）点 D为 x轴上一点 ，过 D作 x轴的垂线交椭
圆 C于不同两点M ，N ，过点 D作 AM的垂线交 BN于
点 E ，求 △ BDE与 △ BDN 的面积之比 ．

分析 ：（第二问）求三角形面积的方法多种多样 ，

如何求 △ BDE与 △ BDN 的面积之比呢 ？一开始思

路有可能不是很清晰 ，但问题发生发展的线路很直

白 ，一切皆是因为 x 轴上的 D点而引起的关系 ，问题

产生的逻辑线索 ：点 D → 过 D作 x轴的垂线M N （点
M ，N ） → 过 D作 AM的垂线 DE（DE与 BN交点 E）
→ 求 △ BDE与 △ BDN 的面积比 ．依照这个逻辑线

索 ，我们从“源头”开始 ，设 D点坐标为（m ，０） ，M （m ，

n） ，N （m ，－ n）（注意点 M ，N坐标中的 n完全可以用
m表示 ，但考虑比较复杂 ，不妨先用过渡变量 n表
示） ，显然 m ≠ ± ２ ，n ≠ ０ ，由于直线 AM的斜率 kAM ＝

n
m ＋ ２

，故直线 DE 的斜率 kDE ＝ －
m ＋ ２

n ，所以直线

DE的方程为 y ＝ －
m ＋ ２

n （x － m） ，而直线 BN 的方

程为 y ＝ n
２ － m（x － ２） ，联立直线 AM 与 DE的方程

可以解得点 E的坐标 ，实际上到这里我们才完全清

楚 ，只要解得点 E的纵坐标即可以求出面积比 ．易得

y E ＝ －
n（４ － m２

）

４ － m２

＋ n２ ，点 M （m ，n）在椭圆上 ，将关系 ４

－ m２

＝ ４n２ 代入 ，得 y E ＝ －
４n
５

，所以 △ BDE 与

△ BDN 的面积比为 ４ ∶ ５ ．

对于新情境问题 ，更应该顺着问题产生 、发展的

轨迹和逻辑顺序分析 ．

三 、结束语

解题教学和概念教学一样 ，要把数学的逻辑和思

维培养放到一个非常重要的地位 ，要跳出“题型” 和

“范式” ，“教”学生怎么想 ，剖析知识的逻辑性 、问题的

逻辑性 、思维的逻辑性 ，把问题之间的逻辑关系梳理

出来 ，解题教学不能背离思维和逻辑 ，不能屈从于题

型的解答范式和仅仅得出问题的答案 ．W
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