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“以退为进”的教学关键是让学生学会“退"①

崔志荣

(江苏省东台市安丰中学 224221)

1 提出问题

有些数学问题，学生一看就知道“应该用什么

知识解决”．如下列这个问题：设∞y是实数，则

五筹鹣的最大值为——．学生当然知道
运用“基本不等式”求解，然而却少有学生能够准

确完成．如果将这个问题退到最简单的情形，如求

i≠-K的最大值，学生能够完成．由此，我们需要

思考：对于这类问题，我们应该怎样设计教学，逐

步引导学生思考解决?

2教学分析

同一类型问题，学生只能做简单一点的题．说

明学生对该类问题有所认识，但不能吃透本质．

“以退为进”的教学策略是解决这个现象的好办

法，从较难问题退到学生有所认识的问题中，让他

们真正吃透问题的本质，从而自然而然地解决问

题．“以退为进”也是重要的数学思想方法，它体现

了由一般到特殊再到一般的研究思路．因此，数学

教学需要培养学生“以退为进”的解题策略，以使

学生遇到陌生问题不惧怕．

我国著名数学家华罗庚先生说过：“善于退，

足够地退，退到最原始而不失去重要的地方，是学

好数学的一个诀窍．”，这充分说明“退”在“以退为

进”这种解题策略中的重要性．因此，上述那道数

学问题的教学，不仅仅是解决它，要培养学生“以

退为进”的解题意识，更要引导学生思考：如何

“退”?

3教学过程

基于以上分析，本文将展示上述那道题的教

学过程，强调“以退为进”之“退”的教学引导，与读

者交流探讨．

3．1思想意识的建立

学生未必不能理解“以退为进”这一解题策

略，但在实际解决问题中，学生思想意识薄弱，很

少有学生运用这一思想方法．因此，解题教学中需

要加强培养学生的思想意识，要通过长期的熏陶，

让学生自觉运用这样的解题策略．

问题1 这道题确有一定难度，为发现其解

法，先请同学们学习法国著名数学家、平面直角坐

标系的创始人笛卡尔研究“任意一个三角形的重

心”的过程，并思考这一研究过程，笛卡尔运用了

什么数学思想方法?

投影资料任意一个三角形的重心在哪儿?

笛卡尔的想法是，虽然搞不清楚“任意三角形的重

心在哪里”，但可以想象把三角形的一个顶点往下

压，直到把这个顶点压进另一条边内，这样三角形

就变成一条线段．线段的重心在哪儿?当然在中

点上．

于是，笛卡尔知道任意三角形的重心在哪儿

了．一个三角形可以认为是由一根根长短不一的

火柴棍摆起来的，每一根火柴棍就是一条线段，由

于每根火柴棍的重心都在它的中点上，所以整堆

火柴棍组成的三角形的重心就在三角形的中线

上．因此笛卡尔就说，一个三角形的重心一定在一

条边的中线上．同理，也在另外两条边的中线上．

由于三角形的重心是唯一的，因此三角形三条中

线必须交于一点(即重心)．由此，笛卡尔不仅发现

了三角形的重心，还发现了定理“三角形的三条中

线交于一点”．(见文[1])

①本文系盐城市教育科学“十三五”规划2018年度重点立项课题《基于高中数学基础与创新的平衡性教学研究》(编号：2018一z

008)的阶段成果．
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学生虽然知道笛卡尔所用的思想方法：一般

到特殊再到一般．但他们意识不强，有必要用数学

家的故事强调思想方法的重要性，熏陶他们的思

想意识．这其实就是“以退为进”的解题策略．强调

“退”的重要性，进一步熏陶学生的思想意识．而且

这种思想方法，教师平时教学中也要经常运用，久

而久之的熏陶，学生的思想意识才能真正建立．

问题2 “以退为进”是一种重要的解题策

略，如何“退”很关键．我们今天研究的这道题有些

复杂，请同学们先思考可以从哪些方向“退”?

如果经常运用“以退为进”的解题策略，问题

2就不是问题．“退”当然是退到特殊情况，如本题

可以“减元”或“降次”，还可以“简化系数”．如果是

几何问题，还可以“降维”，也即上文笛卡尔的处理

方法．

3．2 一“退”：减元

问题3先从“减元”的角度“退”，这道题可

以“退”到什么情况?

学生容易想到由二元转化为一元，可以去掉

关于字母y的项，得到赫；还可以把字母y
改为字母z，得到五}#差‰一警．但其
实得到的代数式结构一样，如果求最大值，方法也

一样．当然，这里没有必要让学生思考解题方法，

还要继续“退”，要体现华罗庚先生的“足够地退”．

3．3二“退”：降次

问题4再从“降次”的角度“退”，这道题还

可以“退”到什么情况?

学生很容易得到五竽端；还有学生结合
“减元”得到赤；还有个别学生得到
热，甚至云‰．这时，教师需要强调华罗
庚先生的“退到最原始而不失去重要的地方”，也

就是不能“退”到失去本质．可以想象，原题应该需

要运用基本不等式，而“退”到丢耥或
兰，基本不等式难以运用，已经失去本质．

问题5 能求焘的最大值吗?并思考这

个简单问题的本质．

学生都会做，求最大值只需考虑z>o的情

况，煮≤志一等．虽都会做心眇
有学生能说出所以然．应多给学生一点时间，让学

生充分讨论这一看似简单而内涵深刻的解法．最

终要总结得到，运用基本不等式可以将二项式转

化为单项式，并且还有降次功能，二次式与常数项

的和，运用基本不等式可转化为一次单项式，正好

约为常数(即最大值)．

问题6能求五筹两的最大值吗?

有些学生不假思索，得到麦与巧≤

—_竺；二一÷，而无法求最大值；随后有学
2~／224·9 3√2z

生想到要将常数项一分为二，运用基本不等式先

将四次式转化为二次式，再将二项式转化为单项

式．这时教师追问，两次运用基本不等式，取等条

件要一致才能求出最大值，怎样拆分常数，才能使

得取等条件一致呢?应该有不少学生能够想到用

待定系数法分拆．由此得到下列处理：

由厕一万耳i丽
≤巧矛‰一瓦磊每而(当且≮———======_———一一—=二=■————一L j且

2~／224·m+9一研 2~／2mz 2+9一m

仅当2za一研，即za一罢时取等)，

又历蠡≤历焉蔫
(当且仅当2√丽≥z一9一m，即zz一旦j竺时取

Z√Zm

等)，

所以(颦)。一罟，解得m一3(舍负)，
2~／2m 厶

于是熹≤焘一志，
当且仅当m=3时取最大值——兰．

2√3√6

3．4三“退”：化系数为1

问题7对于原题，我们已有初步认识，四次

单项式与常数项的和用基本不等式可转化为二次

单项式，而二次单项式与常数项的和再用基本不
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等式可转化为一次单项式，由此可求最大值．同学

们先试着完成，看看还会遇到什么困难．

大多数学生这么处理，五争端一
万丁r_号譬筹妥T_一，⋯“，很难求(2z4+m)+(4 v4+门)+9一，门一行’

’””9。。

出待定系数．由此引导学生分析原因，得出是系数

过于复杂的原因．

问题8 原题的系数过于复杂，能不能从系

数的角度思考，将系数“退”至简单的情况，以便用

待定系数法，由取等条件容易求出待定系数?

通过观察，应该有学生能注意到4y4一

(几)4'求i‰的最大值等价于求
五‰的最大值．让学生继续用待定系数处
理，目的是让他们认识到简化系数的重要性，很多

学牛得到

；兰±型 一
2z+y

2z 4+y4+9 (224+m)十(y4+，2)十9一m一胛

后，仍无法处理．

问题9请同学们思考，经过两次运用基本

不等式后，怎样才能得到最大值?能不能再“退一

退”系数?

分母两次运用基本不等式后，四次式转化为

一次式(无常数项)，且z，y的系数与分子的系数

对应成比例，这样得到的比值是常数，也即最大

值．理清解题原理后，可能会有学生想到这样处

理． 兰兰!型 一 兰±=三±型
牡’224+v4+9 z4+z4+v4+9

一 兰±兰±型
(J4+Ⅲ)+(z4+7舱)+(v4+船)+9—2加一抑’

两个关于工项的处理完全一致，且与y项的处理

也一致．于是，上述待定系数m，咒应该相等，即

；兰±型 一 兰±兰±型
2上4+v4+9 (z4+m)+(z4+Ⅲ)+(v4+埘)+9—3埘‘

从而求五‰的最大值等价于求五‰的
最大值，即求南的最大值．

已将系数退至简单情况，利用待定系数法很

容易将常数分拆，甚至能直接看出．由

南一再寿而≤历赢z4+3 z4+m+3一m＼'．厢+气一埘

一丁力云薏‘当且仅当z4一m取等)’
又厉赢≤习厉赢
一——=二兰=二=二(当且仅当2屙z一3一m，
2√2√磊(3一m)

即zz一：j二兰取等)，
2√m

所以(笠宅)。一m，解得m—l(舍负)，
2√m

此时焘≤历焘一{·
3．5 回归本质

问题10 以上我们通过“以退为进”的策略，

已分析出2次运用基本不等式解决问题，且解决

了待定系数法运算困难的问题，先请同学们整理

一下解题过程，再回顾思考我们“以退为进”流程，

以及命题者的命题流程．

学生都能整理解题过程，

由赫一i老‰，
所以求五‰的最大值等价于
求五‰的最大值，
．1． 2z+v 2z+v由万耳了：葙一瓦丁盯开T知丽
≤石≠畿(当且仅当z4一y4一l取等)，
可 2z+y 一 2z+y

“422+2v2+6 4(T2+1)+2(v2+1)

≤畿一{(当且仅当z2一y2一l取等)，
所以当且仅当z—y—l时，

万热取最大值{．
先要求学生回顾“以退为进”思考过程．一方

面，由五‰令乏弩巧≥乏驾刁，由此发现
解题思路； 另一方面， 由五‰净
五‰净矗葛巧净≯南， (下转封底)五FF芦两净五F两净而， (F转封胝)
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2020年5月号问题

(来稿请注明出处——编者)

2541 设正实数“，6．f满足口2+62+(、2+如c≤

4，z，y，z为任意实数，求证：

nyz+bzz+cIy≤芏2_广爹_广专．

(陕西省咸阳师范学院基础教育课程研究中

心安振平712000)

2542 已知 如图，在△ABC中，么ABC一

2么ACB，点D．、D：在AC上，且么A上；D，一

么(沼D：．求证：会等≥√砸万_瓦

C

(北京市朝阳区教育研究中心蒋晓东

lO0028；北京市朝阳区芳草地国际学校富力分校

郭文征100121)

2543 在△ABc中，sin A—cos B—cotc，求c

的值．

(浙江省海盐县元济高级中学张艳宗

314300；北京航空航天大学图书馆宋庆100191)

2544 设自然数n是两位数，且，，一10[焉]一研，

[1∥一[半]一3，求门(其中[T]表示不大n
的最大整数，取192一o．301)．

(河南辉县一中贺基军453600)

2545 如图l，△ABC中，E是BC边的中点，D是

线段BE上一点(端点除外)，设f。，，：分别为

△ABD，△A(：D的内心，则么J。日?一90。的充要

条件是AB—AC．

爿

B
D E

(湖北省公安县第一中学杨先义434300)

(上接第53页)

得到解题处理方法．

再要求学生反思命题者的思路．其实将上述

“以退为进”的过程倒过来，即命题思路，≯备≥

页手≮可≥≯亳≥五‰≥五褊j页≯了币≥而≥五F两≥五FF芦而j
五‰，当然命题者是解题高手，并且积累
了丰富的数学结论，命题过程不会完全是上述步

骤，肯定具有跳跃性，尤其是前几步，他们根本不

需要考虑．

4 结束语

“授人以鱼不如授人以渔”，即让学生学会运

用数学思想方法解决问题，比教会学生数学知识

更重要．“以退为进”是探究陌生数学问题的重要

思想方法，我们应把这种重要的思想方法作为解

题教学的重点．在解题教学中，要不怕费时，引导

学生学会“退”，让他们足够地“退”，通过长期的熏

陶，逐步建立学生“以退为进”的思想意识，由此培

养学生主动探究陌生问题的勇气和决心、培养学

生能够解决较难问题的能力．
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