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数学中的同构式是指除了变量不同，而

结构相同的两个表达式． 数学中的同构式，不

仅体现了数学的对称和谐美，而且运用同构

式的思想解题，能够培养学生的抽象及转化

化归的思维能力． 例如，求递推数列的通项公

式的关键就是将递推公式变形为“依序同构”
的特征，即关于( an，n) 与( an－1，n － 1) 的同构

式，从而将同构式设为辅助数列便于求解． 除

了数列，同构式在求解方程、不等式，以及解

析几何、函数与导数等问题中都有很好的应

用，下面举例说明．
一、在方程中的应用

一般地，若实数 a、b 分别满足 f( a) = 0 和

f( b) = 0，则它们呈现同构特征，由此 a、b可视

为方程 f( x) = 0 的两个根．

例 1 若 α∈［0，π］，β∈ － π4 ，π[ ]4
，λ

∈Ｒ，且满足 α － π( )2

3

－ cos α － 2λ = 0，4β3 +

sin βcos β + λ = 0，则 cos α
2 +( )β = ．

解 观察两式的结构，可将等式 4β3 +
sin βcos β + λ = 0 变形为 8β3 + 2sin βcos β +
2λ = 0，即 ( 2β) 3 + sin 2β + 2λ = 0． 而

α － π( )2

3

－ cos α － 2λ = 0 可变为 α － π( )2

3

+ sin α － π( )2
－ 2λ = 0，进一步有 π

2 －( )α 3

+ sin π
2 －( )α + 2λ = 0．

因为 α∈［0，π］，β∈ － π4 ，π[ ]4
，故 π

2 －

α、2β∈ － π2 ，π[ ]2
，于是令 f( x) = x3 + sin x

+ 2λ，x∈ － π2 ，π[ ]2
，则 f '( x) = 3x2 + cos x

＞ 0，f( x) 在 － π2 ，π[ ]2
上单调递增．

由于 f π
2 －( )α = f( 2β) ，故 π

2 － α = 2β，

得 α
2 + β = π4 ，cos α

2 +( )β = 槡22 ．

评注 仔细观察两式的结构特点，巧妙

变形，构造处同构式是解决本题的关键!

例 2 对于函数 y = f( x) ，若存在区间

［a，b］，当 x ∈［a，b］时的值域为［ka，kb］( k
＞ 0) ，则称函数 y = f( x) 为 k 倍值函数． 若

f( x) = ln x + x是 k倍值函数，则 k的取值范围

为 ．
解 易知函数 f( x) = lnx + x

櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷櫷

在定义域

( 4) 已知 M = a2 － asin θ + 1
a2 － acos θ + 1

( a、θ∈ Ｒ，a≠

0) ，求 M 的取值范围．
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( 0，+ ∞ ) 内单调增，故有 f( a) = ka，f( b) =
kb，即 a、b为方程 f( x) = kx 的两个不同正根，

即方程 k = ln x
x + 1 有 2 个不同正根．

令 g( x) = ln x
x + 1，则 g'( x) = 1 － ln x

x2
，

可知 g( x) 在( 0，e) 单调增，在( e，+ ∞ ) 单调

减，且 g( e) = 1
e + 1． 又当 x≥1 时，g( x) ≥1，

结合 g( x) 的图象，可得 1 ＜ k ＜ 1 + 1
e ．

例 3 若 x1 满足方程 xex = 1，x2 满足方程

xln x = 1，则 x1x2 = ．

解 由题意，x2 ln x2 = ln x2 e
ln x2 = 1，且 x2

＞ 1; 又 x1 e
x1 = 1，令 f( x) = xex，则有 f( x1 ) =

f( ln x2 ) ．
显然，f( x) 在( 0，+ ∞ ) 单调增，故 x1 =

ln x2，代入 x2 ln x2 = 1，得 x1x2 = 1．
评注 本题也可以如下求解: 由题意知

ex = 1
x ，ln x = 1

x ． 然后在同一坐标系中画出

y = ex，y = ln x，y = 1
x 的图象，根据 y = ex 和

y = ln x图象关于直线 y = x对称，以及 y = 1
x

的图象关于直线 y = x 对称，可得 x1x2 = 1．
二、在不等式中的应用

如果不等式的两侧呈现同构特征，则可

由相同的结构构造函数，进而与函数的单调

性找到联系，据此可用来比较变量大小或解

不等式和证明不等式．
例4 证明: 当 n ＞ m≥2 时，恒有不等式

( mnn ) m ＞ ( nmm ) n ．
证明 要证( mnn ) m ＞ ( nmm ) n，只需证

ln( nmnmm ) ＞ ln( mmnnn ) ，即 mnlnn + mlnm ＞
mnlnm + nlnn，亦 即 ( m － 1) nln n ＞ ( n －

1) mln m． 分离变量，得
nln n
n － 1 ＞ mln m

m － 1 ．

令 g( x) = xln x
x － 1( x ≥ 2) ，则 g'( x) =

x － ln x － 1
( x － 1) 2 ． 令 h( x) = x － ln x － 1( x≥ 2) ，

则 h'( x) = 1 － 1
x = x － 1

x ＞ 0，h( x) 单调增，

从而 h( x) ＞ h( 2) = 1 － ln 2 ＞ 0，也即 g'( x)

＞ 0，函数 g( x) 在［2，+ ∞ ) 单调增． 因为 n ＞
m≥ 2，故 g( n) ＞ g( m) ．

例 5 证明: 当 x ＞ 0 时，恒有

( ex － 1) ln( x + 1) ＞ x2 ．

证明 依题意，只需证明
ln( x + 1)

x ＞

x
ex － 1

． 而
x

ex － 1
= lnex

ex － 1
= ln( ex － 1 + 1)

ex － 1
，故

只需证
ln( x + 1)

x ＞ ln( ex － 1 + 1)
ex － 1

．

令 f( x) = ln( x + 1)
x ，则

f '( x) =

x
x + 1 － ln( x + 1)

x2
．

再令 g( x) = x
x + 1 － ln( x + 1) ，则有 g'( x) =

－ x
( x + 1) 2 ＜ 0，g( x) 在( 0，+ ∞ ) 单调减，从

而 g( x) ＜ g( 0) = 0，于是 f '( x) ＜ 0，即 f( x)

在( 0，+ ∞ ) 单调减．
由 f( x) ＞ f( ex － 1) ，原不等式等价于证

明 x ＜ ex － 1，即 ex ＞ x + 1( x ＞ 0) ，而这是一

个大家熟知的不等式．

评注 本题还可以利用 ex ＞ 1 + x + 1
2 x2

放缩，从而等价于证明 ln( x + 1) ＞ 2x
x + 2．

三、在函数问题中的应用

例 6 设 λ ＞ 0，不等式 eλx － ln x
λ ≥

0 恒

成立，则 λ 的最小值为 ．
解 显然，当 x∈ ( 0，1］时，该不等式恒

成立; 当 x ＞ 1 时，原不等式变为 λeλx ≥ ln x，

进一步有 λxeλx ≥ xln x． 因为 xln x = ln x·
eln x，于是 λxeλx ≥ ln x·eln x ．

于是，令 f( x) = xex，则 f( λx) ≥ f( ln x) ．
显然 f( x) 在( 0，+ ∞ ) 单调增，而 λx、ln x

∈ ( 0，+ ∞ ) ，故原不等式等价于 λx≥ ln x，即

·5·

第 7 期 高中数学教与学



λ≥ ln x
x 在( 1，+ ∞ ) 内恒成立．

令 g( x) = ln x
x ，则 g'( x) = 1 － ln x

x2
． 可知

g( x) 在( 0，e) 单调增，在( e，+ ∞ ) 单调减，故

gmax ( x) = g( e) = 1
e ，从而 λ≥ 1

e ，λ 的最小

值为
1
e ．

评注 可将 f( x) = xex 和 g( x) = xln x
= ln x·eln x 看作一对同构函数，这在很多考题

中作为背景出现，特别值得我们关注!

例 7 设 f( x) = x( e2x － a) ，若 f( x) ≥ 1
+ x + ln x 恒成立，则实数 a 的取值范围为

．
解 由题设不等式分离参数，得 a≤ e2x

－ 1 + ln x
x － 1． 令 g( x) = e2x － 1 + ln x

x － 1，则

g'( x) = 2e2x + ln x
x2

． 显然，当 x ≥ 1 时，g'( x)

＞ 0，g( x) 在［1，+ ∞ ) 单调增; 而当 x∈ ( 0，

1) 时，因 为 g″( x) = 4e2x + 1 － 2ln x
x3

＞ 0，

g'( x) 在( 0，1) 单调增，而 g' ( )1
4

= 2(槡e －

8ln 4) ＜ 0，g'( 1) ＞ 0，故存在 x0 ∈ ( 0，1) ，使

得 g'( x0 ) = 0，且当 x∈ ( 0，x0 ) 时，g'( x) ＜ 0，

g( x) 单调减; 当 x ∈ ( x0，1) 时，g'( x) ＞ 0，

g( x) 单调增． 于是 a≤ gmin ( x) = g( x0 ) ，其中

g'( x0 ) = 2e2x0 +
ln x0
x20

= 0．

由 2e2x0 +
lnx0
x20

= 0，得 2x0 e
2x0 +

ln x0
x0

= 0，

即 2x0 e
2x0 = －

ln x0
x0

= 1
x0
ln 1

x0
= ln 1

x0
eln

1
x0 ． 令

h( x) = xex，易见 h( x) 在( 0，+∞ ) 单调增，故

由上式，可得 2x0 = ln 1
x0

，即 e2x0 = 1
x0

．

由上可得
2
x0

+
ln x0
x20

= 0，即
ln x0
x0

= 2． 从

而 a ≤ gmin ( x) = g( x0 ) = e2x0 －
1 + ln x0

x0

－ 1 = 1
x0

－
1 + ln x0

x0
－ 1 = －

ln x0
x0

－ 1 = 1．

评注 本题是一道精妙设计的好题． g( x)

在 x0 处取得最小值，虽然 x0 无法直接求出，但是

利用2x0e2x0 +
ln x0
x0

= 0，并且经过巧妙的同构后

转化为 e2x0 = 1
x0

，从而可以求出 g( x0 ) ．

四、在解析几何中的应用

如果 A( x1，y1 ) 、B( x2，y2 ) 满足的方程为同

构式，则 A、B 为方程所表示曲线上的两点． 特别

地，若 A、B 满足 ax1 + by1 + c = 0，ax2 + by2 +
c =0，则直线AB的方程为 ax + by + c = 0，这种

设而不求的思想也是同构式的体现．

例 8 已知焦点在 x 轴上，离心率为 槡2 5
5

的椭圆的一个顶点是抛物线 x2 = 4y 的焦点，

过椭圆右焦点 F 的直线 l 交椭圆于 A、B 两点，

交 y 轴于点 M，且
→MA = λ1

→AF，→MB = λ2
→BF．

( 1) 求椭圆的方程;

( 2) 证明: λ1 + λ2 为定值．

解 ( 1) x2

5 + y2 = 1． ( 过程略)

( 2) 由题意，知点 F( 2，0) ，又可设 A( x1，

y1 ) 、B( x2，y2 ) 、M( 0，y0 ) ． 由
→MA = λ1

→AF，可得

x1 = λ1 ( 2 － x1 ) ，

y1 － y0 = － λ1y1
{ ．

解得 A 2λ1

λ1 + 1，
y0

λ1 +( )1 ． 因为点 A 在椭圆

上，得
1
5

2λ1

λ1 +( )1
2

+ y0
λ1 +( )1

2

= 1，即 λ2
1 +

10λ1 + 5 － 5y20 = 0．

同理可得 λ2
2 + 10λ2 + 5 － 5y20 = 0，故 λ1、

λ2 为方程 λ2 + 10λ + 5 － 5y20 = 0 的两根，从而

有 λ1 + λ2 = － 10 为定值．
评注 本题常见的解法是将 λ1、λ2 用 A、

B 的坐标表示出来，然后用韦达定理求解，运

算量相对较大． 而这里是反其道而行之，用

λ1、λ2 表示点 A、B 的坐标，直接运用点 A、B 满

足曲线方程构造同构式，使得问题轻松解决!
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