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等高线模式下的一类几何最值问题的再探究①

邓 清1 夏小刚2

(1．贵阳市乌当中学550018；2．贵州师范大学数学科学学院550025)

数学是模式的科学，数学的本质特征就是在

模式化的个体抽象中对模式进行研究．[13波利亚

认为，在解决一个自己感兴趣的问题后，要善于去

总结一个模式，并把他储存起来，以后才可以随时

用它去解决类似的问题，进而提高自己的解题能

力．波利亚在他的著作中概括了几个数学模式，其

中，“相切的等高线模式”是探究极值点的一种方

法．笔者阅读思考后发现，运用该方法探究几何中

的一类最值问题时，会有一种全新的体验，特与大

家分享．

1“相切的等高线模式”解读

如果问题中能找到一系列等高线，穿过给定

路径(或与给定路径有多于一个交点)的等高线上

不可能达到极值点，只有与给定路径相切的等高

线，其切点处才有可能达到极值点．[23这就是“相

切的等高线模式”．该模式中，“等高线”原本指的

是地形图上高程相等的相邻各点所连成的闭合曲

线，在这里指的是使得问题中所求变量，的值相

等的所有点组成的曲线，因此也可以称作“等值

线”．为了弄清楚该模式的意义，我们先来看这样

一个例子：

图1

如图1，在已知直线Z上求一点P，使得它与

已知点A有最小距离．问题中要求的变量厂是到

点A距离问题，那么等高线就是到点A距离相等

的点的集合，也就是以A为圆心的一组同心圆．

点P既要在等高线上，又要在给定路径——直线

2上，根据“相切的等高线模式”的概念，当且仅当

等高线与直线相切时，切点P即为所求．连接

AP，根据圆的切线性质，则有AP上Z，根据垂线段

最短定理，该结论显然是正确的．

根据以上解读，运用等高线模式解决问题时，

可按如下思路或步骤进行思考：

(1)找准变量厂，根据变量构造出一系列等高

线——暂且称之为“等高线族”；

(2)理解问题中的给定路径的曲线z；

(3)找到“等高线族”与给定路径曲线的切点，

切点即为所求．

2运用等高线模式探究几何最值问题

中学数学中的几何变量中的最值问题，根据

变量的几何名称，可以大致分为线段长度最值问

题，图形面积与体积最值问题，角度的最值问题．

研究以上最值问题的文献不在少数，例如文章E3]

主要以函数的方法探究了几何图形中的面积、体

积、角度等最值问题，文章[4]主要以三角换元的

方法解决了一类几何最值问题，但鲜有文章从等

高线模式的视角探究以上中学数学中的几何最值

问题．下面，文章将先采用常规方法，在从等高线

的视角解决一些典型的几何最值问题，获取不同

① 基金项目：全国教育科学“十三五”规划课题(课题批准号：XHAl80286)：面向核心素养的数学问题情境教学测评模型研究

万方数据



32 数学通报 2020年 第59卷 第1期

的体验．

问题1最短路径问题

如图2，直线l的解析式为Y=z+4，A(一2，

o)，B(2，o)为z轴上两定点，点P为直线Z上一

动点，求当AP+BP的值最小时，点P的坐标．

解法一：如图2，作点A关于直线Z对称的点

A7，连接A 7B，与直线z交点P即为所求．设直线

A7A与直线l的交点坐标为(t，t+4)，可求得

肌2m忽+8)，由‰=猫一1可得产
一3，A 7(一4，2)，所以直线A7B的方程为y云-面2=

雨x+-4一x+3y一2=o，根据
』
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图2

1一，-4-4 —2一虿，y5虿，I、12z． 厶 二

因此P(一虿5，i3)．
解法二(等高线模式)：该问题中的变量为

AP+BP的值，AP+BP的值相等的等高线为以

A、B为焦点的椭圆曲线族，如图3，给定路径为直

线l，当椭圆与直线Z相切时，切点P即为所求．在

椭圆曲线族中，始终有C=2，可设椭圆曲线族的

方程为皋+普_1，根据kxz百y2Y 4√整理得
f—z+

(2n_}-4)x2+8(咒+4)z一以2+12n+64=0①．根

据△一o，可得挖一6，代人①得z。=z。=一号，y=

一导+4一号，即P(一导，寻)．
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图3

问题2最小周长问题

已知矩形的面积为k，求该矩形的最小周长．

解法一：设矩形的长为z，则宽为鱼，周长为

c：2(z+鱼)≥4厄
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图4

解法二(等高线模式)：如图4，以矩形所在邻

边为轴建立坐标系，因为矩形面积为k，则可动顶

点的坐标A(x，y)满足zy=愚，即动点的给定路径

为反比例函数图像y---=鲁在第一象限的部分，等

高线是2(z+y)一C(c为常数)的直线系，C取不

同的常数得到不同的等高线(他们相互平行)，只

有等高线与反比例函数y-----鱼图像相切时，切点T

P即为所求．

因为反比例函数y一---鲁和直线2(xq-y)=c

的图像都关于直线Y=z对称，因此切点应在直

线y—X上，即可设A(￡，￡)，有t2=k，t一√j5，即得

矩形的最小周长为4t=4厄
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问题3最大张角问题

如图5，墙上竖直贴有一条标语，标语高度

AB=a，标语底端离地面高度为b，若有一身高为C

的人要看墙上的标语，那么他离墙多远时看标语上

A、B的视角最大?并求出此时最大张角的正切值．
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图5

解法一：设CD长为z，tanZBCD：—a+—b，

tanLACD一鱼，则

tanZACB=煮簏岩器
2壶ab b≤南，+2、9．石百F万7Z十——“V⋯”

找到点C的位置后，如图7，连接OB，OC，则

过0作OM上AB，则垂足M为AB中点，OC=

MD一号+6，OB—OC2虿a+6，在RtAOBM中，

OM一网一照孓{
=、历％，

即DC=怕珥面，此时ig／ACB=ZBOM，

图7

,贝1]tan么ACB=tan么BOM2丽BM2赢，
即得当他离墙的距离为DC=0r再万时张角最

大，最大张角的正切值为赢·
当且仅当z一—abi+一bz时，取等号，此时，z= 3 结束语

以丽，即当cD一石万再时，最大张角的正 以上探究中先用常规方法分别研究几何背景

中的最短路径、最小周长和最大张角I司题，冉从坡切值为南· 利亚“相切的等高线模式”的视角进行探究．

解法二(等高线模式)：如图6，假设人的视点
一方面说明探究结论的可靠性，另一方面，也

为c，那么点C的给定路径为平行于地面，离地面
呈现了解决此类最值问题的又一方法，体现数学

高度为。的一条直线上，张角么AcB的等高线为
问题解决方法的多样性，更以多元视角展现了数

I)三l AB为弦的一系列圆上，当且仅当以AB为弦的
学方法的丰富性和趣味性，体现数学和谐之美·

图6
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