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构造法是一种重要的数学方法，巧妙的

构思、精美的构形常常令人拍案叫绝，但又往

往很难弄清构造的来龙去脉，让人欣赏之余

却有力不从心之感．近年重要数学赛事，几乎

都考查到构造法，被应用于解决存在性问题、

否定性问题等等．

构造法广泛分布在竞赛中几何问题、代

数问题、数论问题、组合问题四大模块．本文

着重分析构造法在代数模块中的应用．

1构造代数式

例1对于实数01，02，⋯，010，b1，b2，⋯，

blo，证明：

(o；+口；+⋯+o乙)(b；+bi+⋯+6孔)

≥(6tIbl+口2b2+⋯+aloblo)2+

(口1b2一a2b1+a3b4一a4b3+⋯+

口9blo一口10b9)2．

【分析】观察多出来的式子，它把变元4
个分为一组，产生02i_1 b2￡一口：f b2f-1构造出

a21-1b2f_1+a2ib2￡．则

(gZ2￡一1b2f一口2f6复一1)2+(a2i_lb2f—l+a2lb2￡)2

=(口：2；+o刍一。)(6兔+6免一。)
化为了左边形式．

证明令‰2口2k-1b2^一1+a2kb2e，

Y^2口2^b2^一1一a'2k-1b2^，

石；+凭=(口：2。+口乞一。)(6乞+吃一。)．
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2构造方程

例2证明：若复数o、6、C满足

r(口+6)(o+c)=b，

?(b+c)(b+o)=c，

【(c+口)(c+b)=o，

则口、6、C为实数．

【分析】由于题中给出三个复数，且方程
多为对称形式，可先考虑构造一个三次方程，

使得a,b、C为其三个根，再利用条件把方程

解出来，最后只需验证此方程的三个根均为

实根即可．

证明设口、6、c为方程

龙3一px2+qx—s=0

的三个复根．则

r口+b+c 2P，

2 ab+bc+c口=q，
【口be：s．
r(口+6)(fl,+c)=b， ①

记2(b+c)(b+o)=c， ②

【(c+口)(c+6)=口． ③
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①+②+③得P2+g=p．

①X口+②X b+③×c得

g=p3+3s一2pq．

又b=(P—c)(P一6)，

c=(P—o)(P—c)，

o=(P—b)(P—o)，

贝0 s=((P—o)(P—b)(P—c))2=(Pq—s)2．

由三式解得P(P+1)2(4p一3)=o．

故P=0，一1，÷．

(1)当P=0时，g=s=0．

则a=b=c=0均为实数．

(2)当p=寻时，g=而3，s=面1．
则o=b=c=÷均为实数．

(3)当P=一1时，g=一2，5=1．

贝0方程为石3+戈2—2石一1=0．

令八戈)=石3+戈2—2x一1，

八一2)=一1<0，以一1)=1>0，

八0)=一1<0，八2)亍7>0．

则o、b、c均为实数．

3构造函数

例3设6／,1，02，⋯，o。，b1，b2，⋯，b。为实

数，c。，c：，⋯，c。为正实数．证明：

‰amiai臊。篡M羹aibi．)‘．
【分析】条件中o；、b；∈R，导致许多不

等式无法使用，应另寻方法．

证明设d1，d2，⋯，d。∈R，

川=；毫饕时‰>0)．
则矿‰)=f∑d；引i>0

jf’(戈)>10 j八戈)≥八0+)=0．

特别地州)_；娄。差规‘，J=1 Vi 。Vi

故对于任意的￡∈R，均有

o≤交鱼兰丛生盟：舻+20+B，
f篇l cf+ci

其¨=；赛。薏肛毒瓦bibi，
r—o旦生
。一f：钧，ci+cf’
因此，AB≥C2．

【评注】构造二次函数，利用函数单调性
得到不等式．

4构造不等式

例4 设口1，02，⋯，o。，bl，b2，⋯，6。∈R，

满足：

∑o；=∑b；=1，∑albi=o．

矾(耋。；H磐卜
证明注意到，

1+斤=∑(口f+ab；)2

≥爿函+A郭厂
记4=∑％B=∑b；．

贝0(n—B2)矛一2AB A+irt—A2>10．

由A≤O即证．

例5求函数

五(菇1，戈2，⋯，石。)

： 兰!_+
(1+戈1+⋯十戈。)z而南2；n”．+矗1务(1+戈2+⋯+ )。 ( +石。)2

的最大值m。，用m。一。表示m。，并求lim m。，

其中，戈￡I>0．

【分析】注意到分母的线性和形式，宜先

作分母代换，再用待定系数法消去变元来求

最值．

解令旷百靠，‰·I·则
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1 1石：=⋯·
‘

of of+1

故五=耋。2(1j一上ai+l_)
o；一∑
i=1

构造下列不等
2

a1

a2

2

a2

a3

2
o二

ai+1

式

+碍口2≥2A1凸1，

+镌03>，222a2，

其中，参数九>10．

相加知只需使

，

+碍，

+走_1，

从而，走+。=}(叠+1)2．
因此，lJm《=1．

5构造数列

例6设无穷数列h}：

戈o=1，戈c+1≤石e(i=0，1，2，
证明：对每一个这

砖≥1，使得

样的数列，总有一个

注意此数列的特点．

考虑构
2 2

鱼．鱼
戈1 菇2

造一个新数列{a。}，使

”．+掣≥叩。．
龙一

。

歹1，可使

①

只要lim口。=4即可，但{a。}的确定要

由归纳完成，而式①不能归纳，因此，可考虑

归纳一个更强的结论：对起点不作要求，就可

以往前归纳，即

≥口n石i． ②

数列{a。}(儿≥1)

满足式②，其中，a。与i元关

对n归纳．

当n=1时，由

故a1=1．

设a。已确定．则

生+f盘”．+
99i+1 ＼戈￡+2

2

戈f+n

石f+n+1

≥}at-anX,i+1≥2J菇a；．≥右 ≥2∥f．

故只需取

由此得a。

口。+1=2v／-瓦[．

甜㈥。
在式②中取i=O得

【评注】不等式并不复杂，但方法和结论
都是重要的．

例7设o。，a：，⋯，a。为正实数．令bk-业半(㈦，2，．．·，n)，
C：=(01一b1)2+(吃一62)2+⋯+(an一6。)2，

瑰=(01—6。)2+(吃一6。)2+⋯+(口。-b。)2．

证明 ：C。≤D。≤2C。．

证明构造数列

菇。=2C。一D。，Y。=D。一C。(n∈Z+)．

则％。+1一戈。

=(2C。+。一D。+。)一(2C。一D。)

=2(口。+1一b。+1)2一(a。+1一b。+1)2一

n(6：+1—6：)+2(6。+l—b。)(a1+⋯+口。)
=((n+1)b。+1一nb。一b。+1)2一

。∑Ⅲ
=

省≥《石m默菇≥彤

n
o
n
A2≥程+

=

=

～

=硅-k～九≤

2

2

．

2

r

n

陀坦
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n(6：+。一6：)+2n6。(6。+1一b。)
=(几2一尼)(b。+l一6。)2
≥0．

故戈。≥戈1=(口l—b1)2=0．

从而，戈。i>0．

类似地，

Yn+1一Y。

=n(b2．+。一6：)一2(b。+。一6。)(01+⋯+口。)
=n(b。+l一6。)2>10．

又Yl=D1一C1=0，则Y。>10．

因此，C。≤D。≤2C。．

6构造复数

例s设肚∽y)卜y2 x一}，
肛卜y)I研+寿书)，
C={(x,y)Ix3—3xy2+3y=1}，

D={(x,y)1 3x2Y一3x—y3=O}．

证明：A nB=C nD．

【分析】A nB表示数对(戈，Y)要同时满

足石2一Y2=了鼍，2xy+T与=3，在复数
石十V 戈+V

恒等的充分必要条件中会同时出现两个等

式(实部和虚部)并且石2一y2、2xy恰为彳2=

(菇+y i)2的实部和虚部，因此，考虑构造复

数z=戈+Y i，并使丁与、T专+3也为某
戈十V Z+V

个复数的实、虚部．

证明构造复数彳=彤+y i．则

Re彳2=戈2一y2，Im Z2=2xy．

而ReB川)-南，
h㈢躬i)=3一南，

于是，4 nB即

Re孑=Re(÷+3 i)，＼彳 ，。

且Im孑=Im(÷+3 i)．＼彳 J

故≯=土+3 i
Z

；Z3：1+3 i z

；戈3+3x2Y i一3xy2一y3 i=1+3x i一3y

j菇3—3xy2=1—3y，3x2Y—y3=3x，
即CnD．

因此，AnB=Cf3D．

7构造多项式

例9 设n(n≥4)个两两不同的实数

戈1，戈2，⋯，戈。满足：

∑石；=o，∑菇；=1．

证明：一定能在名。，X2，⋯，％中找到四个

不同的实数o、6、c、d，使得

口+b+c+n口6c≤∑石；
f=1

≤口+b+d+nabd．

【分析】已知是关于∑％∑石；的信
；=l ；=l

息，结论是关于∑戈；的，应想到构造多项式

(彤一u)(戈一影)(戈一W)

=搿3一(M+影+伽)彤2+(IM)+优彬+wu)x—
IA_zrtl)，

对菇赋值戈：，求和即有

∑(龙。一M)(z：一移)(石；一伽)
z≈l

=∑石；一(u+影+加)一眦眦 ①

证明 不妨设彤1<戈2<⋯<戈。．

取o=彤l，b 2％，c=％一I，d=菇2．

在式①中，令

(M，影，W)=(口，b，c)与(n，b，d)，

即为所求．

例10给定正整数砣≥3．求使得下面结

论成立的最小整数七，对于平面上任意三点

不共线的n个点A；(菇；，Y；)及任意I"b个实数

c；，总存在一个次数不超过k的二元实系数

多项式P(戈，Y)满足P(x；，Y；)=c；．
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【分析】研究题意，从一元的情况人手，
当题中均为一元多项式时，即为插值公式．考

虑拉格朗日公式的来源：它包含了n个可使：

八戈f)=1，

八彤。)=⋯=八戈H)=火石Ⅲ)

=⋯=八石。)=0

的式子丢}三号糕，这是插值得以
完成的关键．

对于二元多项式；其基本组成是麟+6y+

d，可考虑用其构造类似于拉格朗日插值公式

的式子．

记tf=僦：+可￡+d；，t=aN+砂+d．构造等搜篙端．
此时发现一个问题，由于t：与t中的参

数岔、b、d是任取的，可以把两个t：结合在一

起(事实上，t—t；表示一条过(戈；，Y；)的直线，

当然可以调节a．b、d，使t—ti同时过几个点

中的两个)．

于是，得到如下构造：

当2十n时，令

(戈：，Y2)、(戈，，Y。)确定

直线Zl：01石+bly+d1=0；

(石。，弘)、(戈5，Y，)确定

直线12：D2石+b2Y+d2三0；

(石。一。，％一。)、(戈。，Y。)确定

直瓤：。∥啊啦_o卜孚)．
Ⅱ(叩+biy+di)

令^(戈，Y)= k

Ⅱ(o≯1+blyl+di)
￡=1

，其他

石(石，Y)构造方法完全类似．

再令P(x，y)=∑CiZ(％，y)即可．
；=1

此时，deg P=字．
当2 l乃时，再任取一点，形成n+1个点，

同上构造，则有deg P=孚．

最后，谳到n个点，说明至少要[号】次，
其中，[石]表示不超过实数戈的最大整数．为

了化归到一元多项式来处理，确定Y与戈的

一个关系式Y=戈2，即可取n个点为(1，1)，

(2，4)，(3，9)，⋯，(n，n2)．此时，

P(石i，Y；)=P(z；，戈；)．

若deg P<㈢，则
一元多项式g(戈)的次数

≤2㈦一1净_2．
在(1，1)，(2，4)，⋯，(n一1，(n一1)2)

处赋值为0，得g(x)---0，再在(n，n2)处赋值

为1，矛盾．

综上，七豳=[号]．
练习题

1．设儿≥2是给定的正整数，戈。，石：，⋯，％

是不同的实数，P。，P：，⋯，P。是正实数，且

∑P；=1．记

∑蹦；一f∑P以)

3(豁矿21 (豁1钆121／／、五= ＼丘=

证明：rain{戈1，石2，⋯，戈。}

≤Js≤maX{戈l，戈2，⋯，石。}．

提示原不等式

§撬p聊如㈡+戈k--3¨·
((％一鼍)2+(％一魏)2+(钆一％)2)≥0．

2．已知实数o、b、戈、Y满足方程组：

口石+by=3．

伽2+驴=7，

aN3+byz=16，

似4+6矿：42．

万方数据



2021年第2期 7

求伽5+by5的值．

提示设

C=彤+y，d=一xy，a。=o戈”+妙4．

则a。+1=ca。+如。_1．

，7c+3d=16，

故{16c+7d=42，

【42c+16d：口5．
解得a；=20．

3．设实数a1，a2，⋯，a。与b1，b2，⋯，b。

不成比例，实数戈。，戈：，⋯，石。满足：

alxl+a2x2+⋯+an彤H=0，

blxl+b2x2+⋯+bnx。=1．

证明：石；+戈；+⋯+戈：

≥

∑a；
i=1

耋。；·妻i=1 6；一(奎i=1 aibi)2‘
提示 由柯西不等式，知对于任意的

t∈R，均有

∑a；t+bi)·∑石；

≥(∑(毗+b1)z0=1，
即(戈i+戈；+⋯+石：)(At2+2Ct+∽一1>10
恒成立．

由△矶即有∑i=1石；≥志·
4．设a。，a：，⋯，a。均大于一1且同号．

证明：

(1+a1)(1+a2)⋯(1+a。)>1+ala2⋯a。．

提示令

石。=(1+a1)(1+a2)⋯(1+a。)一

(1+ala2⋯a。)．

贝0彤。+1一石。

=a。+1(1+a1)(1+a2)⋯(1+a。)一a。+1

=a。+l((1+a1)(1+a2)⋯(1+a。)一1)．

由ai>一1且同号，故戈。+1一戈。I>0．

从而，石。≥戈1=O，即

(1+a1)(1+02)⋯(1+口。)>1+a102⋯口n．

因为a；不全为O，所以，上式为严-洛献
5．证明：存在厂：z+_z+，满足：

‘厂‘”(n)=n+a(n∈Z+)

的充分必要条件是a为非负整数，且kla．

提示充分性．

显然，只需令八石)=戈+旦(戈∈z+)即可-

必要性．

由条件，知17,经k次映射后变成n+a．

若可以证明f(n)>a，则得证．这是因为每一

条链中，厂‘¨1’(n)≤o(否则n不是第一个)，

卢∞(死)>a．故1，2，3，⋯，a必为某z条链的前

k个数，即o=k1．事实上，八乃)>／／,不一定成

立，而上述过程只要证歹≤k一1，厂u’(／7,)≤a

即可．

6．证明：存在正整数n及非零实数a，，

a2，⋯，a。，使得

卜∑i=i叩2i+1 l<丽1
对于所有的石∈[一1，1]成立．

提示可将题中不等式写成

z 1一∑i=1。ez2‘l=砜2)<丽1UUU．①上

这样就保证了偶次项系数为0，当戈足

够小时，式①成立．

当戈大于某个常数时，希望八石2)足够小．

于是，构造石(1一戈2)”．

下面证明存在n满足要求．

事实上，当菇≤订蒜时，

石(1一戈2)“<志；
当z>志时，
砌彳)“<(1彳)”<1一志r
取n使(1—1 0去02)”<订蒜即可．
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