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例谈构造法解导数综合题的几种常用策略+

甘肃省永昌县第一高级中学(737200) 赵忠平

导数综合问题是高考的热点和难点，涉及知识

面广、综合性强，对能力要求较高，能较好地考查学

生的思维能力，一般作为高考的压轴题目出现．解

答这类题目往往需要用构造函数的技巧和方法，本

文总结出运用“构造法”解导数综合问题的常用构

造策略，供参考．

一、变形构造

例1 设函数八咒)=1n(口一∞)，已知戈=0是函

数)，=砜戈)的极值点．(1)求口；(2)设函数g(戈)=

措，证明出)<1．
解：(1)o=l(过程略)；(2)由(1)知，(戈)=

1n(1一石)，其定义域为(一∞，1)，当0<戈<1时，

ln(1一髫)<0，此时笺厂(并)<0，当戈<0时，ln(1一菇)

>o，此时砜小o．故要证小)=错<1，只
需证戈+，(戈)>矿(髫)，即证戈+ln(1一戈)一

菇ln(1一戈)>0．

令F(戈)=戈+ln(1一戈)一菇ln(1一龙)．定义域为

(一∞，0)u(0，1)，F’(石)=一ln(1一戈)．当戈<0

时，F’(戈)<0，当0<龙<1时，F’(髫)>O，所以F(算)

在(一∞，0)上单调递减，在(O，1)上单调递增，所以
F(菇)≥F(0)=0，即g(戈)<1恒成立．

评注：证明含分式的函数不等式时要先把分式

型函数不等式等价转化成整式型函数不等式，再构

造新函数，把一个复杂函数不等式问题变形为一个

简单函数不等式．

二、局部构造

例2 已知函数g(戈)=戈3+似2+k(口，6∈R)有

极值，且函数，(戈)=(搿+口)e。的极值点是g(菇)的

极值点，其中e是自然对数的底数．(极值点是指函

数取得极值时对应的自变量的值)(1)求6关于口
的函数关系式；(2)当口>0时，若函数F(戈)=八石)

一g(茹)的最小值为M(口)，证明：肘(口)<一÷．

解：(1)略；(2)因为F(菇)=(菇+口)e。一

(戈3+似2+h)，所以F’(戈)=(菇+口+1)(e2—3菇+口

+3)，令^(石)=e。一3省+口+3，贝0^’(z)=e。一3，令
^’(茹)=o，解得石=ln3．所以^(戈)在(一∞，ln3)上

递减，在(1n3，+∞)上递增，故戈=ln3时，^(戈)取得

极小值，也是最小值，^(1n3)=e埘一3ln3+口+3=6

—3ln3+口=3f ln}1+o>口>o，令F7(x)=o，解得
、 J，

戈=一口一1．当茄=一口一1时，F(茗)取得极小值，也

是最小值．M(口)=F(一n一1)=一e”-。一(口+1)2

·(口+2)．令t=一口一1，贝0 t<一1．设，n(t)=一e‘

一t2(1一t)=一e‘+t3一t2，t<一1，则m 7(f)=一e‘+

3t2—2￡，t<一1，因为一e一1<一e‘<0，3t2—2t>5，所

以m’(￡)>0，所以m(t)单调递增．所以m(t)<一

e～一2<一寺一2=一÷，所以M(o)<一寺．
评注：如果导函数能化成积或商的形式，为了

判断导数的符号可以把其中部分因式构造成新函

数，通过对新函数求导，确定新函数的单调性和值

域，从而得到对应因式的符号，体现从整体到局部

分解问题，从局部到整体解决问题的思想方法．

三、分离参数构造
^一口

例3 已知o>o且口≠1，函数，(戈)=等

(戈>0)．(1)当口=2时，求以髫)的单调区间；(2)若

曲线y=以戈)与直线y=1有且仅有两个交点，求口
的取值范围．

解：(1)略；(2)曲线)，=，(石)与直线y=1有且

仅有两个交点，等价于方程≈=1(戈>o)有两个不
口

同的解，即方程坐=些有两个不同的解．设g(石)=

警(茄>o)，则g协)=L竽(石>o)，令g’(戈)=o，

得菇=e．当0<菇<e时，g’(z)>O，函数g(石)单调递

增，当戈>e时，g’(茹)<0，函数g(算)单调递减．故

g(叭。=小)=÷，且当戈>e时，g(戈)∈(o，÷)．

又g(1)=o，所以o<警<÷，所以口>1且口≠e，即
口的取值范围为(1，e)u(e，+∞)．

评注：对于含有参数的方程(不等式)问题，如

果能够通过变形将参数和变量分离开来，构造不含
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参数的新函数，通过研究新函数的单调性确定参数

范围．分离参数是一种常见的解决方程根的问题的
基本方法．

四、同构构造

例4 已知函数以戈)=雠”1一ln戈+ln口．若厂(戈)
≥1，求口的取值范围．

解以髫)≥1等价于口e”1一l似+ln口一l≥O，即

ehlo”_1+ln口一1≥l眦，两边同时加髫得eln””1+ln口

一l+z≥ln茗+戈=e1“+lnz．令^(￡)=e‘+t，显然

^(t)在(0，+∞)上单调递增，则不等式等价于

矗(1n口+菇一1)≥^(1n戈)，等价于hl口+石一1≥l眦，即

ln口≥ln茗一戈+1．令g(戈)=ln菇一戈+1，贝4 g’(髫)=

∑}，所以龙∈(o，1)时，g(搿)单调递增，戈∈

(1，+∞)时，g(菇)单调递减．故[g(戈)】。。，=g(1)=
O，所以ln口≥O，解得o≥1．

评注：在含参数函数不等式恒成立求参数范围

问题中，将不等式两边转化成同构式，根据同构式

构造新函数，利用新函数单调性进一步转化问题，

使得问题得到降维求解，此法虽然有一定难度，但

能够发现命题人的命题路径及数学问题的本质．

五、换元构造 ＼

例5^(髫)=l似+如有两个不同的零点菇。和

菇2．(1)求6的取值范围；(2)求证：兰笋>1．

解：(1)略；(2)由题意得l眦l+缸1=0，l眦2+
如2=O，llut菇2+6(省1+茁2)=0，l龇2一ln菇1+6(z2一

¨_0所以毒备=鬻，不妨鼢一：，要
证菇。筇：>e2，只需证l眦。戈2=≥要(1眦：一l似，)>2，
即证ln戈2一l似l>垒掣．设t=垒(f>1)，令。 ‘

％1+戈， 戈，‘
’。

即)-l加等-Int+击．2，所炉㈩=
÷一_j而=矬>o，所以函数F(t)在了一石可2才面>u，所以幽甄，L‘J征
(1，+∞)上单调递增，而F(1)=O，即lnf>

哗半，所以警>1．
评注：当要证明不等式中出现多个变量的时

候，需要运用换元法将多元问题转化为一元问题，

通过换元再构造关于新元的函数，将复杂的数学问

题逐步转化为常规的数学问题，实现问题的求解．

六、放缩构造

例6 已知八戈)=并1n(戈+o)+1(口<0)．证明：

八石)<P。+cos茄．

解：因为口<0，所以戈>一o>0，厂(戈)=

石ln(石+o)+1<石lnz+1，要证／．(菇)<e。+cos石，只需
证戈lnz<e。+cos戈一1．

(i)当O<石≤1时，e。+cos戈一1>0，菇1n咒<O，所

以zlnz<e。+cos名一1成立；

(ii)当茗>1时，‘．。cos石≥一1，所以只需证e4一

戈ln石一2>0，设p(戈)=e5一戈1n菇一2，p’(石)=e。一1n髫

一1，p”(戈)=e。一÷．显然p”(菇)在(1，+∞)上递增，

p”(菇)≥p”(1)=e一1>0，所以p’(戈)在(1，+∞)递

增，所以p’(石)≥p’(1)=e一1>0，所以p(石)在

【l，+∞)上递增，所以p(Ⅳ)≥p(1)=e一2>O，所以
e。一髫lIu一2>0．

评注：证明函数不等式时可以将不等式的一边

(两边)适当放大或缩小，然后再构造新函数求导研

究新函数的性质，使得不等式得以证明．本题中还

可以利用e。≥菇+l，ln戈≤z一1等进行放缩，将指数

函数、对数函数转化为一次函数，能够使问题得到
极大地简化．
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关注解三角形中的最值问题

江苏省徐州市第三中学 (221005) 刘书霞

从近几年的高考数学试题三可以看出，每一类

题型都有一到两个的把关题，此类题难度大、覆盖

面广、对思维能力要求较高，很多同学因为它的阻

挡无奈拉下一个档次．而关于解三角形中的求最值

问题是经常充当如此角色的，下面就高考模拟题中
出现的几个典型题例的改编题进行分析研判，探讨

基本的解题途径，供参考．

一、利用二次函数求最值

例1 若不等式忌sin2曰+sinAsinc>19sinBsinc

对任意△A曰C都成立，求实数Ij}的最小值．

解析：在MBc中，由于Ij}sin2曰+sinAsinC>
19sin曰sinC，根据正弦定理得尼62+伽>196c，即|j}>

旦等．手丝=÷(19一詈)恒成立，又在三角形中c<n+
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