
分段数列的通项与求禾口

•非常道•

C．b＜c＜a D．c＜a＜b
【一题多变详解】

１．答案:B
因为２a＋log２a＝４b＋２log４b＝２２b＋log２b,而

２２b＋log２b＜２２b＋log２b＋１＝２２b＋log２２b,所以２a＋
log２a＜２２b＋log２２b．令f(x)＝２x＋log２x,由指数函

数、对数函数的单调性,可知f(x)在(０,＋∞)上单调

递增,且f(a)＜f(２b),所以a＜２b．故选B．
２．答案:A
由２x－２y＜３－x－３－y,得２x－３－x＜２y－３－y．令

f(x)＝２x－３－x,由指数函数的单调性可知,f(x)在
R上单调递增,且f(x)＜f(y),所以x＜y,即y－
x＞０．因为y－x＋１＞１,所以ln(y－x＋１)＞ln１＝
０．故选A．

３．答案:A
易知a,b,c∈(０,１)．由

a
b＝

log５３
log８５

＝log５３×log５８＜

(log５３＋log５８)２

４ ＝
(log５２４)２

４ ＜
２２

４＝１
,

得a＜b．因为b＝log８５,c＝log１３８,所以８b＝５,１３c＝
８,即８５b＝５５,１３４c＝８４．又因为５５＜８４,１３４＜８５,所以

１３４c＝８４＞５５＝８５b＞１３４b,即b＜c．
综上,a＜b＜c．故选A．
４．答案:D

因为a＝３０•７,b＝(
１
３
)－０•８＝３０•８,所以b＞a＞１．

又因为０＜c＝log０•７０•８＜log０•７０•７＝１,所以b＞a＞
c．故选D．

５．答案:A

因为log２ ８＜log２３＜log２４,所以３
２＜log２３＜２

,

所以１
２＜log３２＜

２
３
,故a＜c．又因为c＝

２
３log５５＝

log５
３
２５,b＝log５３＝log５

３
２７,所以c＜b．

综上,a＜c＜b．故选A．
(作者单位:陕西省汉中市四〇五学校 )

◇ 江苏 陈 敏１ 张启兆２

  分段数列是一种特殊的分段函数,已成为近几年

高考和各类竞赛中的“新亮点”．在２０２１年新高考数学

Ⅰ卷中就出现了一道关于分段数列的题,本文从分段

数列的特点出发,归纳分段数列的考查类型及常用解

题策略,希望对读者有所帮助．

１ 分段数列的特点

１)通项公式分段,如(苏教版高中数学《必修５》

２０１２年６月第４版第３４页)写出数列{an}的前５

项,并作出它的图象,an＝
１, n为奇数,

２n－１, n为偶数．{
２)递推关系分段,如２０２１年新高考Ⅰ卷的第

１７题．

２ 分段数列类型

２．１ 由奇偶分类引起的分段

策略１ 活用递推,等价转化

例１ (２０２１年新高考Ⅰ卷１７)已知数列{an}满

足a１＝１,an＋１＝
an＋１, n为奇数,

an＋２, n为偶数．{
(１)记bn＝a２n,写出b１,b２,并求数列{bn}的通项

公式;
(２)求{an}的前２０项和．
分析 (１)所给条件中的数列是一个分段数列,

初看这个数列的定义有点“吓人”,再看所求目标写出

b１,b２ 的值,挺开心的,因为一方面是送分,另一方面

提示求b３,从而直观感觉数列{bn}是等差数列,再进

一步进行理性判断{bn},进而联想到利用定义证明

{bn}是等差数列．
(２)顺着题意做,不妨设bn＝a２n,当n为奇数时

an＋１＝an＋１,即an＝an＋１－１,把{an}的奇数项转化

为{an}的偶数项,从而转化为求数列{bn}的前１０项

和的问题．
解 (１)由a１＝１,得a２＝a１＋１＝２,a３＝a２＋

２＝４,a４＝a３＋１＝５,a５＝a４＋２＝７,a６＝a５＋１＝８,
从而b１＝a２＝２,b２＝a４＝５,b３＝a６＝８．bn＋１－bn＝
a２n＋２－a２n＝a２n＋１＋１－a２n＝a２n＋２＋１－a２n＝３,所
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以数列{bn}是以２为首项,３为公差的等差数列,从而

bn＝２＋３(n－１)＝３n－１,即数列{bn}的通项公式为

bn＝３n－１．
(２)设{an}的前２０项和为S２０,当n 为奇数时,

an＋１＝an＋１,即an＝an＋１－１．不妨设bn＝a２n,则
S２０＝a１＋a２＋a３＋…＋a２０＝(a１＋a３＋
a５＋…＋a１９)＋(a２＋a４＋a６＋…＋a２０)＝
[(a２－１)＋(a４－１)＋(a６－１)＋…(a２０－１)]＋

(a２＋a４＋a６＋…＋a２０)＝
２(a２＋a４＋a６＋…＋a２０)－１０＝
２(b１＋b２＋b３＋…＋b１０)－１０＝

２×(２×１０＋
１０×９
２ ×３)－１０＝３００．

１)数列的概念是求解数列问题的基础,灵活

运用数列的概念,往往简洁明了,出奇制胜．
在充分理解新定义数列的基础上,根据定义规则进行

赋值验算,找出隐含的递推关系,这是破解本题的核

心步骤．
２)数列的基本思想是递推思想．对于一个“陌生”

的数列,常常多写式子、多写项,然后直观感知、发现

思路．
３)利用定义法证明一个数列是等差数列,是高考

考查的重点．
４)第(１)问为第(２)问做铺垫,利用等价转化,把

{an}的奇数项转化为{an}的偶数项,可以轻松解决第

(２)问．当然,第(２)问也可利用累加法,或考查{an}的
奇数项情形．

策略２ 分类讨论,并项求和

例２ 已 知 数 列{an}满 足a１＝－１,an＋１＋
(－１)nan＝１１－２n,记数列{an}的前n项和为Sn．

(１)求S１０１的值;
(２)求Sn 的最大值．
分析 (１)当n＝２k (k∈N∗)时,a２k＋１＋a２k＝

１１－４k,从而求得a２＋a３＝１１－４×１,a４＋a５＝１１－
４×２,…,a１００＋a１０１＝１１－４×５０,按照等差数列的求

和公式求解即可．
(２)当n＝２k－１(k∈N∗)时,a２k－a２k－１＝１３－

４k,与(１)中为偶数时的式子作差,从而求得a２k－１＝
－１(k∈N∗),a２k＝１２－４k．由于奇数项为常数项,偶
数项单减,故只需对n 进行讨论,找到最大的Sn
即可．

解 (１)由an＋１＋(－１)n•an＝１１－２n,得当n＝
２k(k∈N∗)时,有

a２k＋１＋a２k＝１１－４k, ①

所以a２＋a３＝１１－４×１,a４＋a５＝１１－４×２,…,

a１００＋a１０１＝１１－４×５０,因此S１０１＝a１＋１１×５０－４×
(１＋５０)×５０

２ ＝－４５５１．

(２)当n＝２k－１(k∈N∗)时,有
a２k－a２k－１＝１３－４k, ②

①－②得a２k＋１＋a２k－１＝－２,又a１＝－１,于 是

a２k－１＝－１(k∈N∗),a２k＝１２－４k,可得a２＝８,a４＝
４,a６＝０．当k＞３(k∈N∗)时,a２k＜０．

又k∈N∗,a２k－１＝－１＜０,所以当n＞６(n∈
N∗)时,an＜０．又S１＝－１,S２＝７,S３＝６,S４＝１０,

S５＝S６＝９,当n＞６(n∈N∗)时,Sn＞Sn＋１．因此当

n＝４时,Sn 取得最大值,且S４＝１０．
在递 推 关 系 中an 前 面 的 系 数 出 现 型 如

(－１)n的形式时,需要对n分奇偶分别写出

递推关系,从而求得通项公式或前n项和公式,再借

助单调性求得最值．
策略３ 分类讨论,探求规律

例３ 已知等差数列{an}满足a１＝－１,a４＝
２a２＋a３．

(１)求数列{an}的通项公式an;

(２)若bn＝a２ncos
nπ
２
,求数列{bn}的前４０项

和S４０．
分析 (１)根据题设条件求出等差数列{an}的公

差即可．
(２)需要对n分奇偶讨论,然后求出数列{bn}的

通项公式,再用分组并项求和的方法即可获解．
解 (１)设等差数列{an}的公差为d,由已知可

得a１＋３d＝３a１＋４d,得d＝２,所以an＝２n－３．

(２)因bn＝a２ncos
nπ
２
,所以当n为奇数时,bn＝０;

当n为偶数时,若n＝４k＋２,k∈N,则bn＝－a２n;若

n＝４k＋４,k∈N,则bn＝a２n,所以

S４０＝(a２４－a２２)＋(a２８－a２６)＋(a２１２－a２１０)＋…＋
(a２３６－a２３４)＋(a２４０－a２３８)＝２d(a２＋a４＋a６＋

a８＋…＋a４０)＝４(２０a２＋
２０×１９
２ ×２d)＝３１２０．

若数列{an}中含有sinnπ,cosnπ,sin
nπ
２
,

cos
nπ
２
,… 则需对n进行奇偶性讨论,通过研究奇数

项与偶数项的特征,求得通项公式．求解本题的关键是

当n为偶数时,还要进行二次分类,分n＝４k＋２,k∈
N和n＝４k＋４,k∈N．
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２．２ 由 通 项 an 与 前n 项 和Sn 的 关 系an ＝
S１, n＝１,

Sn－Sn－１, n≥２{ 引起的分段

策略 分类讨论,注意检验

例４ (２０２１年全国乙卷理１９)记Sn 为数列

{an}的前n 项和,bn 为数列{Sn}的前n 项积,已知

２
Sn＋

１
bn＝２．

(１)证明:数列{bn}是等差数列;
(２)求{an}的通项公式．
分析 (１)先仔细审题,厘清条件,然后从目标出

发,要证数列{bn}是等差数列,通法是什么? (定义

法)递推关系式２
Sn＋

１
bn＝２

中的Sn 能否转化为bn．

(２)顺着题意做,由(１)可求出数列{bn}的通项公

式,代入２
Sn＋

１
bn＝２

即可得到Sn＝
n＋２
n＋１

,然后利用通

项an 与前n项和Sn 的关系即可解决问题．
证明 (１)因为bn 为数列{Sn}的前n项积,所以

Sn＝
bn
bn－１

(n≥２),而
２
Sn＋

１
bn＝２

,所以
２bn－１
bn ＋

１
bn＝２

,

所以２bn－１＋１＝２bn,所以bn－bn－１＝
１
２
(n≥２)．又因

为当n＝１时,２
S１＋

１
b１＝２

,所以b１＝
３
２
,数列{bn}是

以３
２

为首项,１
２

为公差的等差数列．

(２)由(１)可知bn＝
n＋２
２
,代入２

Sn＋
１
bn＝２

,得

Sn＝
n＋２
n＋１．

当n≥２时,有

an＝Sn－Sn－１＝
n＋２
n＋１－

n＋１
n ＝－

１
n(n＋１)．

当n＝１时,a１＝
３
２
,故an＝

３
２
, n＝１,

－
１

n(n＋１)
, n≥２．

★

★

★

★
★

★
★

１)将已知关系式中的Sn 换成
bn
bn－１

是解题的

关键,体现了化归思想．
２)在利用通项an 与前n项和Sn 的关系求通项

公式an 时,易错点是忽视n 的取值范围,因此利用

an＝
S１, n＝１,

Sn－Sn－１, n≥２{ 求通项公式时,应当遵循以

下步骤:a)当n＝１时,由a１＝S１,求得a１;b)当n≥２

时,由an＝Sn－Sn－１,求得an 的表达式;c)检验a１ 是

否满足b)中的表达式,若不满足则分段表示an;d)写
出an 的完整表达式．
２．３ 由绝对值讨论引起的分段

策略 分类讨论,建立联系

例５ 已知数列{an}中,a１＝－９,且
an＋１
２

是２与

an(n∈N∗)的等差中项．求数列{|an|}的前n 项

和Gn．
分析 由题意可知数列{an}是以－９为首项,２

为公差的等差数列,进而分n≤５和n＞５两种情况讨

论求解．

解 在数列{an}中,a１＝－９,且
an＋１
２

是２与an

(n∈N∗)的等差中项,整理得an＋１－an＝２,故数列

{an}是以－９为首项,２为公差的等差数列,所以an＝
－９＋２(n－１),即an＝２n－１１．

当n＞５时,an＞０;当n≤５时,an＜０．所以当n≤
５时,有

Gn＝|a１|＋|a２|＋…＋|an|＝－(a１＋a２＋…＋an)＝

－
n(－９＋２n－１１)

２ ＝－n２＋１０n．

当n＞５时,有

Gn＝|a１|＋|a２|＋…＋|a５|＋|a６|＋…＋|an|＝
－２(a１＋a２＋…＋a５)＋(a１＋a２＋…＋an)＝

n２－１０n＋５０．

故Gn＝
－n２＋１０n, n≤５,

n２－１０n＋５０, n＞５．{
求含有绝对值的数列的前n项和,直接求数

列{|an|}的前n 项和比较难,需要讨论an
的正负性,如本题需要分n≤５和n＞５两种情形分别

求和．
２．４ 由递推关系分段给出的分段数列

策略 多写几项,寻找周期

例６ 已知数列{an}的前n项和为Sn,且a１＝

５,an＋１＝
an－３, an＞３,

２an, an≤３{ (n∈N∗),求S２０２２．

分析 根据递推公式,得到数列{an}中的项依次

为５,２,４,１,２,４,１,２,４,１,… 即数列{an}是从第２项

起,以３为周期的数列,即可求出答案．
解 当a１＝５时,a２＝a１－３＝２,a３＝２a２＝４,

a４＝a３－３＝１,a５＝２a４＝２,a６＝２a５＝４,a７＝a６－
３＝１,所以数列{an}中的项依次为５,２,４,１,２,４,１,２,

４,１,… 所以数列{an}是从第２项起,以３为周期的数
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列,每个周期的和为４＋１＋２＝７,所以

S２０２２＝５＋７×６７３＋２＋４＝４７２２．
本题通过赋值验算,找出了数列的周期性,
揭示了问题的实质,使问题轻松获解．对于一

个“陌生”的数列,常常多写式子、多写项,然后直观感

知、发现思路．
２．５ 以某一项为界的分段数列

策略 分类讨论,活用递推

例７ 已知数列{an}是公差不为０的等差数列,

a１＝
３
２
,数列{bn}是等比数列,且b１＝a１,b２＝－a３,

b３＝a４,数列{bn}的前n项和为Sn．
(１)求数列{bn}的通项公式;

(２)设cn＝
bn, n≤５,

８an, n＞５,{ 求{cn}的前n项和Tn．

分析 (１)利用等差数列的通项公式与等比中项

性质列式可解得等差数列的公差和等比数列的公比,
进而可得所求通项公式．

(２)对n分类讨论,结合等差数列与等比数列的

求和公式可得Tn．
解 (１)设数列{an}的公差为d,d≠０,因为数列

{bn}是等比数列,所以b２２＝b１b３,所以a２３＝a１a４,所以

(a１＋２d)２＝a１(a１＋３d),所以a１d＋４d２＝０．因为

d≠０,所以a１＋４d＝０．又a１＝
３
２
,所以d＝－

３
８
,所

以an＝－
３
８n＋

１５
８
,b１＝

３
２
,b２＝－

３
４
,数列{bn}的公

比q＝
b２
b１＝－

１
２
,所以bn＝

３
２×

(－
１
２
)n－１．

(２)由(１)知cn＝
３
２×

(－
１
２
)n－１, n≤５,

－３n＋１５, n＞５．

★

★

★

★★

★★

当n≤５时,有

Tn＝

３
２
[１－(－

１
２
)n]

１－(－
１
２
)
＝１－(－

１
２
)n,

当n＞５时,有

Tn＝１－(－
１
２
)５＋

(n－５)(－３＋１５－３n)
２ ＝

－
３
２n

２＋
２７
２n－

９２７
３２．

故Tn＝
１－(－

１
２
)n, n≤５,

－
３
２n

２＋
２７
２n－

９２７
３２
, n＞５．

★

★

★

★
★

★
★

本题的第(２)问是分段数列问题,分段数列

虽然与分段函数是不同类型的问题,但在结

构、问题的逻辑推理上有相似之处,我们要类比分段

函数进行求解,充分抓住数列问题的特点,使两者互

帮互补、各用其长．
★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★

★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★

★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★ ★

★★

链接练习

已知数列{an}中a１＝１,且a２k＝a２k－１＋(－１)k,a２k＋１＝

a２k＋３k,其中k＝１,２,３,…．
(１)求a３,a５ 的值;

(２)求数列{an}的通项公式．

★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★
链接练习参考答案

  (１)因为a２＝a１＋(－１)＝０,a３＝a２＋３＝３,a４＝

a３＋(－１)２＝４,a５＝a４＋３２＝１３,所以a３＝３,a５＝１３．
(２)因为a２k＋１＝a２k＋３k＝a２k－１＋(－１)k＋３k,所以

a２k＋１－a２k－１＝(－１)k＋３k．
同理,有

a２k－１－a２k－３＝(－１)k－１＋３k－１,…,a３－a１＝－１＋３,

所以

(a２k＋１－a２k－１)＋(a２k－１－a２k－３)＋…＋(a３－a１)＝
[(－１)k＋(－１)k－１＋…＋(－１)]＋[３k＋３k－１＋…＋３],

由此得a２k＋１－a１＝
３
２
(３k－１)＋

１
２
[(－１)k－１]．

于是

a２k＋１＝
３k＋１

２ ＋
１
２
(－１)k－１,

a２k＝a２k－１＋(－１)k＝

３k

２＋
１
２
(－１)k－１－１＋(－１)k＝

３k

２＋
１
２
(－１)k－１．

故{an}的通项公式为

an＝

３
n＋１
２

２ ＋(－１)
n－１
２ ×

１
２－１

, n为奇数,

an＝
３
n
２

２＋
(－１)

n
２×
１
２－１

, n为偶数．

★

★

★

★
★

★
★
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２．江苏省无锡市青山高级中学
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