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“再发现”是突破教学难点的有效策略①
——《数学归纳法》的课堂实录与思考

陶兆龙

(江苏省南京市金陵中学210005)

突破教学难点一直是教师关注的问题．在长

期的教学实践中，广大教师总结了很多突破教学

难点的方法与措施．这些措施与方法，对于数学知

识的学习与理解，确实发挥了良好的作用．但随着

课改的深入，教学理念的更新，我们已经愈来愈清

晰地认识到：数学学习不仅仅是为了获得数学知

识与技能，更为重要的是如何提升学生的数学学

科核心素养．在核心素养的背景下，突破教学难

点，更应关注学生的数学思维过程．因而，“再发

现”是突破教学难点的有效策略．本文结合《数学

归纳法》的教学实践，谈谈如何通过“再发现”来突

破教学难点的探索与思考．

1 内容分析

数学归纳法是以数学归纳法原理为根据的演

绎推理，它将一个无穷推理过程转化为一个有限

步骤的演绎过程，是证明有关自然数问题的有力

工具．

苏教版2—2将数学归纳法安排在推理与证

明这一单元，排在合情推理，数学证明之后，这样

的编排既有利于数学归纳法的教学，也有利于合

情推理与数学证明的教学．

推理与证明这一单元的学习可以较为系统地

让学生掌握推理(合情推理与演绎推理)与数学证

明的基本方法，对提高学生的逻辑推理能力，培养

其数学核心素养有一定的促进作用．这也是本单

元教学要达成的重要教学目标．数学归纳法作为

本单元的收官之作理应承担这方面的任务．

数学归纳法教学存在的问题主要有：

(1)数学归纳法的引入过程简单化，只是强化

数学归纳法的解题应用，导致不少学生不能理解

数学归纳法原理，尤其是对递推步不知何意，解题

时只会生搬硬套两个步骤．

较为常见的是通过多米诺骨牌的演示直接引

入数学归纳法，实际上即使经过讨论学生也很难

将多米诺骨牌与数学归纳法建立起联系，难以促

进学生的理解．

(2)缺乏整体考虑，在进行数学归纳法教学时

不关注合情推理．欧拉说过，类比是伟大的引路

人，类比和归纳是数学发现的重要工具．在学习了

合情推理，数学证明后，如果不联系这些内容学习

数学归纳法，学生不仅难以形成合理的知识结构，

也错过了运用类比与归纳进行“再发现”学习的最

好时机．

(3)问题(含例题)的选择不能体现数学归纳

法的优势，有很多问题不用数学归纳法解决更简

单，强行应用数学归纳法反而使学生感受不到学

习新知识的必要性，对数学归纳法的学习产生抵

触情绪，思维活动无法展开．

由以上的分析可以看到，不论从单元教学，还

是数学归纳法本身教学出发，数学归纳法的教学

都应突出类比与归纳在数学“再发现”过程中的作

用，强化逻辑推理这一核心数学素养的培养．

本节课的教学目标：了解数学归纳法原理，能

用数学归纳法证明一些简单的命题，体会演绎推

理将无穷归纳过程转化为一个有限步骤演绎过程

的魅力，感受逻辑推理在数学发现和证明中的强
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大作用．

教学难点是“由咒一忌推证咒=愚+1”的递推

过程．

2 课堂实录

2．1 问题情境

师：提出问题：求和13+23+33+⋯+竹3一?

(记为P(咒)一?)

引导学生采用归纳推理形成猜想，并注意利

用P(2)算P(3)，利用P(3)算P(4)．

[教学意图：由P(2)算P(3)或者P(3)算

P(4)一是简化计算，更重要的是为后面的递推作

铺垫]

生：猜想：

P(，z)一(1+2+3+⋯+，2)z：『掣]2．
师：上述猜想是否正确呢?怎样判断?

生：利用猜想再算几个看看!

师：回顾一下前面的讨论，实际上是这样的一

个思路：

P(4)寺P(5)寺P(6)净P(7)净⋯⋯

这样依次由前一个推出后一个，推算的再多

也只是有限个，也不能保证猜想对所有正整数都

成立．

既然由特殊不能推一般，那么应该怎样推证?

生：⋯⋯一般化，由一般推一般1

13+23+33+⋯+愚3+(矗+1)3=

[笃坐]2怕+1)3=[盟半塑]2．
师：你这里是利用

1 3+23+33+⋯+愚3=『掣]2，
来推证

13+23+33+⋯+惫3+(忌+1)3

：『-型粤：型望]2，即P(愚)净P(忌+1)．，
’HP 1＼K／_1、K 1，‘

[教学意图：帮助学生理清思路，有不少学生

还没弄清是怎么回事]

师：但是P(志)是不是正确，还没有证明啊?

生：假设它成立．

师：怎么敢假设它成立呢?

[教学意图：这里是一个疑点，关系到学生对

数学归纳法的理解，要作停顿，逼学生交待清楚!]

生：P(志)是否为真可以先不看，只要看命题：

P(忌)≥P(忌+1)是否为真即可．

师：哦，上面的证明实际上是得到这样一个结

论：假如P(忌)为真，则P(曼+1)也为真．那这样能

保证上面的猜想成立吗?

生：可以，因为忌可以取任意正整数，所以对

任一个正整数行，有

P(1)净P(2)寺P(3)净P(7)净P(8)⋯

≥P(竹)

师：这一招真好，一招制胜!

只要这一招就行了吗?

[教学意图：阐明数学归纳法的两个步骤的必

要性]

生(讨论)：没有P(1)成立不行，无法启动．

师：两个步骤缺一不可!

观看多米诺骨牌视频(苹果手机广告片)，让

学生讨论怎样才能保证骨牌全部倒下?

最终得出结论：

(1)前一张倒下要能推倒后一张，(2)推倒第

一张．

再与与前面的问题相比较，弄清其中蕴含的

递推思想：“(1)前一张倒下要能推倒后一张”相

当于“命题：P(愚)辛P(愚+1)是否为真”，而“(2)

推倒第一张”相当于P(1)成立．

[教学意图：先解决前面的问题，再演示多米

诺骨牌视频，为前面较为抽象的方法提供一个直

观的背景，通过对比，有利于学生进一步理解前面

的方法]

师：我们前面解决问题的方法就是以下的数

学归纳法公理．

2．2数学理论

对于某些与正整数有关的数学命题，我们有

数学归纳法公理：

(1)当咒取第一个值n。(例如咒。一1，2等)时

结论正确；

(2)假设当舱=惫(忌∈N’，且忌≥咒。)时结论正

确，证明当咒一忌+1时结论也正确．

那么，命题对于从‰开始的所有正整数n都

成立．

师：有了上述公理，要解决与正整数有关的
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问题，可以采用数学归纳法，只要看其是否满足

(1)(2)两步即可．

由上面的讨论可知，第(2)步实际上就是要证

明一个结论：“P(志)≥P(愚+1)”，所以要先假设

P(忌)成立，再由此推证P(志+1)成立．

2．3数学应用

例1：用数学归纳法证明：

1 s+2s+3。+⋯+以。一『-掣]2．
L 厶 -J

给出完整的证明过程．

[教学意图：让学生熟悉数学归纳法证明的流

程，了解有关的书写规范]

最后指出：在用归纳推理得到猜想后，由数学

归纳法进行了严格的证明，得到了我们需要的结

论．归纳让我们得到猜想，用数学归纳法给出严格

的证明，先猜后证，相得益彰．

例2：求和：1 2+22+32+⋯+咒2一?

归纳推理受阻后，引导学生类比

1。+2。+3s+⋯+咒。一『掣]2，
1+2+3+⋯+，2一÷行(理+1)，

得出猜想：结果应该是关于行的三次式，但系数

不好猜!

师：猜的合理吧?即

1 2+22+32+⋯+挖2=口理3+锄2+c挖+d．

现在的问题是：n，6，c，d能否想办法求出来?

生：特殊化，胛取4个特殊值1，2，3，4，可以求

出口，6，c，d．

师：现在我们得到

12+22+32+⋯+咒2=号，z3+丢咒2+丢咒．
这个结果还需要证明吗?

生：要!结果是猜出来的，要用数学归纳法

证明．

师：(在让学生写出证明后)回顾一下，是怎

么猜出来的?

生：类比和特殊化．

师：和例1采用归纳推理作出猜想不同，我们

用类比的方法猜出右端应为关于n的三次式，再

用特殊化的方法求出系数，最后用数学归纳法进

行了论证．

合情推理可以帮助我们发现结论，得到猜想，

数学归纳法使我们多了一种严格证明有关猜想成

立的方法．有数学归纳法保驾护航，我们就可以大

胆地进行有关猜想1

2．4课堂练习

设以为正整数，试比较2”与n2的大小．

最后指出

(1)咒的初值行。不一定是1．

(2)仅由P(是)净P(忌+1)不能保证结论

正确．

[教学意图：本题的结论较复杂，正确结论是

21>1 2；22—22；23<32；24—42，当咒≥5时，

2”>722．

但当足≥3时，

若2‘>是2，则2¨1>2忌2，

2足2一(志+1)2一是2—2最一1一尼(志一2)一1，

上式大于0，所以2¨1>2志2>(曼+1)2，

即可由P(是)净P(尼+1)，

但23<32，24—42与2”>咒2矛盾．这表明递推步

不能保证命题成立．因此，本题可以进一步训练学

生归纳猜想能力，加深对数学归纳法两个步骤缺

一不可的认识]

2．5 课堂小结

(1)讨论：用数学归纳法证明有关正整数问题

的两个步骤及表达规范，强调递推步实际上是证

明一个命题“P(志)≥P(志+1)”成立．

(2)合情推理让我们体验到数学发现的乐趣，

而数学归纳法又使我们感受到了演绎推理

的力量，这种感觉真好1

3教学思考

普通高中数学课程目标要求通过高中数学课

程的学习，学生能够获得进一步学习以及未来发

展所必需的数学“四基”(包括基本思想、基本活动

经验)，提高“四能”．在学习和应用数学的过程中

发展数学学科核心素养．普通高中数学课程标准

还提倡教师要善于根据不同的内容和学习任务采

用不同的教学方式，优化教学，抓住关键的教学和

学习环节，增强实效．

在日常教学中，教学难点几乎是师生每节课

都要面临的问题，所以教学难点的破解策略直接

关系到高中数学教育目标的落实．作为课堂教学
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关键环节教学难点的教学不能仅仅满足于使学生

理解有关内容，还应承担发展学生数学核心素养

的任务．

3．1“再发现”是突破教学难点的有效策略

怎样在突破教学难点的同时，学生的数学核

心素养也得到一定的培育?

普通高中数学课程标准大力提倡教师注意引

导学生独立思考、自主探索、合作交流．

荷兰著名数学教育家弗赖登塔尔认为，通过

再创造(再发现)获得的知识与能力要比被动方式

获得者，理解的更好，也更容易保持．

“再发现”是我们突破教学难点的必然选择．

“再发现”不是让学生完全经历数学家发现或

发明数学的过程，而是基于学生的数学现实(原有

的认知结构)，让学生在教师的引导下运用数学思

维方法与数学思想方法，经历操作、实验、猜想、想

象、类比、归纳、交流、概括、反思等有意义的数学

活动，实现数学化．

引导学生运用“再发现”学习数学知识，实际

上就是让学生主动地参与到新知识的产生过程中

去，由于数学思维方法与数学思想方法的运用可

以极大地提高发现和提出问题、分析和解决问题

的效率，因此，“再发现”可以有效地突破教学难

点，与此同时，数学思维方法与数学思想方法学习

或应用促进了数学核心素养的发展．

在本节课的教学中，针对学生学习数学归纳

法存在的困难，采用了“再发现”的教学策略，在教

师的引导下，学生们通过自主探索、合作交流实际

上“再发现”了数学归纳法，取得了较好的教学

效果．

3．2 “再发现”需要精心设计与有效引导

从上述教学过程看，“再发现”突破教学难点

教学策略的有效实施，离不开教师的精心设计与

有效引导，以下两个方面值得关注．

3．2．1“再发现”需要好问题的驱动

数学归纳法引入或应用的教学中，如果选用

一些简单的不用数学归纳法也能解决的问题(例

题)，那么学生就会对数学归纳法产生疑问：学习

这一方法干吗?学生的思维会完全处于抑制状

态．本节课中选择的三个问题，充分体现出数学归

纳法的应用价值，还解决了困扰他们很久的问题：

会猜想而不会证明．这样的选择，激发了学生学习

数学归纳法的兴趣，激活了学生的思维．引入部分

的问题对学生来说有一定的挑战性，通过合作交

流得到猜想使他们得到了成功的体验，问题的解

决最终带来了新知识的“再发现”．课堂上学生情

绪饱满，讨论热烈，取得了很好的教学效果．

“再发现”需要好问题的驱动．突破教学难点

时，教师首先要对新知识的形成、发展过程作出逻

辑模拟，在此基础上设计好适合学生数学现实的

问题，然后引导学生运用数学思维方法和数学思

想方法分析问题、解决问题，从而发现新知识．

3．2．2“再发现”需要聚焦思维过程

教学难点的确定并非轻而易举的事．要突破

突破教学难点，首先要准确地确定教学难点．

这就需要教师聚焦学生的思维过程，进行换

位思考．精准地定位后才能有的放矢地去破解．

本节课的教学难点是“递推步”，学生对此感

到难以理解：明明是要证明P(咒)，却竟然假设P

(忌)成立!不是循环论证了吗?

所以在教学过程中，抓住机会，直面这一难

点，反问提出设P(愚)成立的同学，怎么可以这样

做(假设P(忌)成立!)?这个问题实际上是替学生

问的，提出了他们的困惑!而问题解法的本质是

要推证出一个真命题“P(忌)≥P(走+1)”，即：如果

P(忌)成立，那么P(忌+1)也成立．

这样的处理使学生厘清了“递推步”的真实含

义，对学生理解数学归纳法至关重要．

由学生提出“由一般到一般”的想法，老师再

去质疑，是教学设计时最希望出现的场景，实际上

就是希望学生能够“再发现”数学归纳法．为了达

到这一目的，新课引入部分的问题设计及解决问

题过程中的铺垫(P(2)≥P(3)⋯)都起到了推波

助澜的作用．

即使没有学生提出这样的思路，老师还可以

进一步引导“既然由特殊不能推一般，那么由什

么可以推一般?”，“P(曼)净P(愚+1)”是什么意

思?怎么可以假设P(走)成立?等等。

充分的数学活动可以将学生的困惑，想法暴

露无遗，再加上教师疑学生所疑，思学生所思，师

生，生生之间就会产生思维碰撞，再发现就有可能

产生，教学难点的突破就会水到渠成．
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3．3“再发现”是发展数学核心素养的需要

从课堂教学的效果来看，在“再发现”的过程

中合情推理与演绎推理的联袂使用起到了多米诺

骨牌根本无法替代的作用!这种经历和感受对发

展学生的逻辑推理素养意义重大，发展学生的数

学核心素养离不开“再发现”，“再发现”不仅是突

破教学难点的有效策略，也是发展学生数学学核

心素养的需要．

课堂上有学生提出一般化的思路：“由一般推

一般，即P(点)净P(是+1)”并非偶然．滴水穿石非

一日之功，这是我们长期坚持不懈地运用“再发

现”的策略进行有关训练的结果．

逻辑推理能力持续不断地训练提升了学生

“再发现”的能力，能促使“再发现”的发生，而“再

发现”的产生又进一步激发了学生学习合情推理

的热情，两者相辅相成，相得益彰．

数学核心素养关系到学生的未来发展，数学

核心素养的培育需要持之以恒，日积月累．突出逻

辑推理能力(合情推理与演绎推理)的训练，就是

抓住了本节课的纲!纲举目张，既突破了教学难

点，又发展了学生的数学核心素养．让学生经历

“再发现”的过程无疑是一举多得的教学策略．
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3讨论

莫莱定理因为其构图的复杂性，也常常被用

来检验几何定理机器证明方法的有效性．吴文俊

院士在文[6]中也提到，用吴法来证明广义的莫莱

定理，证明过程中不止一次出现了12个变量的含

有一千多项(有的有1960项)的多项式，并认为，

不用机器而用人工来处理这样的问题，是非常困

难的．

相比之下，本文用点几何的方法给出的证明

过程是比较简短的，而且是对多种情形的统一证

明．这从另一个角度说明了点几何的优势所在．
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