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构建函数探寻不等式求证思路
——以数学问题为例

黄如炎

(福建省闽清教师进修学校350800)

《普通高中数学课程标准(2017年版)》对逻

辑推理素养水平三要求学生“对于新的数学问题，

能够提出不同的假设前提，推断结论，形成数学命

题；对于较复杂的数学问题，能够通过构建过渡性

命题，探索论证的途径，解决问题”[1]．《数学通报》

传统栏目“数学问题解答”中的数学问题新颖而有

难度，解答机智灵活，精彩纷呈，其中有不少好问

题，是培养理性思维，发展高水平逻辑推理素养的

难能素材．但许多数学问题没有给出思维过程，有

些解答使人感到不够自然，突如其来．问题提的再

好，如果问题的解答没有给人任何思维的启迪和

思想的感悟，就失去了好问题的教育价值．解决难

度较大的数学问题，往往需要提出某个假设或引

理，构建函数是提出假设和引理的有效途径之一．

本文以数学问题中的不等式为例，通过构建函数，

利用函数的导数、图像、单调性、最值、极值等合乎

情理地探寻不等式证明思路，以发展学生的逻辑

推理素养．

问题1 正数口、b、C满足以+2b+3c≤abc，

求5n+22b+C最小值(数学问题2080[23)．

原解概要本问题难度较大，引起了许多中

数研究者的关注和探究．问题由黄兆麟老师提供，

由于他是在赋予口，b，c具体值的情况下设置本问

题，可根据已知口、b、C值和均值不等式取等号的

条件，对式子进行变形配凑后用均值不等式求出

最值[3]．但在外人看来这种变形分拆神秘莫测，知

其然不知其所以然．王淼生、杨先义、张青山等老

师通过待定系数法、算术平均不等式、加权幂平均

不等式等方法进行探究，虽然揭开了黄老师解题

的神秘面纱，但都涉及到多元高次方程，求解过程

十分艰难Ⅲ[5][61．下面通过构建函数既轻松解决

问题又开届新的思维方式．

思路探寻1 视n为常量，把口+2b+3c≤

n6c化为(6一导)(c一号)≥1+≯6，故点(6、c)在

双曲线(6—3--)(c一号)一1+≯6与第一象限围成
的上方区域内．设s=5a+22b+c，则S表示斜率

为一22的动直线22b+f+5a=5的纵截距，当动

直线与双曲线相切时5最小．把双曲线方程化为C

一丽a+2b，构建函数f2厂(6)一雨a+2b0 ，则厂7(6)=
口D—J 口 一J

盂鲁一22卿考鲁一22㈩．
同理把6视为常量时，当斜率为一5的动直

线5a+f+22b—S与双曲线口+2b+3c—abc相切

时s最小．构建函数c—g(日)一雨a+2b，则97(口)一
面-3-可2b2一洲p≤淼一5(2)，(1)÷(2)得

匠I。6=√卿44，由(1)得6=军，所以
研I、竿：一 --3644一川("x／匠22+s)2一口 ⋯＼ I。／

n2(5a2-36)，令√警一￡>Ⅲ雌一22卜6，
整理得55t3—49t一6—0，显然￡一1为方程的

根，于是方程分解为(t--1)(55t2+55t+6)=0，由

于t>O，知55t2+55t+6>0，所以t一1，即口=

4，b一1，代人口+2b+3c=abc，得C一6，故5a+

22b+C最小值为48．

方法提炼对某地多元不等式，可视其中两
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个兀为变量(兵它兀为常量)构建函数，通过函数

的导数、图像与性质解决问题．

思路探寻2 a+2b+3c≤abc化为(bc--1)a

≥2b+3c，a，b，c为正数，显然bc--1>0，所以口≥

两2b+3c，5n+22b+c≥等毕+22b+f．构建函
数厂(c)=旦氅圭半+226+f，厂(c)=坠≤掣冷／㈩：0，bc一1：——面了酽一，令，(c)2 o，一2

6。+C。≤3(数学问题2293C 7])．

原解要点直接引人函数，(z)=ex”一7【∥，

此函数是如何构建的呢?

思路探寻 已知等式中含有a。，所证不等式

中含有a8，探寻关于a“与a。可能具有的不等关

系．假设ae≤mn”+竹(m，，l为待定常数)，构建函

数厂(z)=z。--mx“一竹，z>0，则／(z)=e．x。1一

丌mz”1，显然口=b=C=1时，所证不等式等

号成立，因此当z=1时，，(z)可能取得极大值

—1+—、4／1霉5+lOb2． 显然 当 o．由厂(1)=o，／(1)=o，即{1一m一行亍0，解得
0 Ie一丁cm=U

cE(1+、／15+lOb2b -，+∞1／时，／(f)>o，厂(c)递

增，当。∈fo，L上Z萼±旦芝1时，f7(c)<o，，(。)
、0 ／递减，所以扎)mI。=厂(罕1+～／15+lObz)=

丛掣+226+华．
构建函数g(6)=生半+226+警，g，(6)=丝书铲'△g，(6)b=o，
即(1lb2—8)J15+10b2—15=0，该方程不便直

接求解，如能猜出方程的根就容易了(先猜后证是

数学研究重要之道)，希望JlS+10b2不是根式即

15+10b2为平方数时，自然想到b=1，恰有

97(1)=0，当b∈(1，∞)时，显然(22b2—16)·

|、／15+lObz--30>0，即97(6)>o，g(6)递增，当b

∈(O，1)时，97(6)<0，g(6)递减，所以g(6)。i。=

g(1)=48，故5口+226+f≥厂(c)≥g(6)≥48，当

且仅当6：1，c：—1+—x／115—+一lOb2：6，口：百2b+3c：
4时，等号成立，所以5口+22b+C最小值为48．

方法提炼对某些关于a，b，C式子的最值，

可先构建关于某个字母为自变量的函数，(口)(或

厂(6)，f(C))，求出最值g(b，C)(或g(a，c)，

g(a，6))，再构建另一字母为自变量函数g(6)(或

g(c)，g(口))，求出最值^(f)(或JIl(口)，JIl(6))，再求

出^(c)(或^(n)，^(6))最值．

问题2若n，b，c>O，n”+b“+C。=3，则a。+

优==e，，z=1一=e，此时／(z)=e(xe一1一∥一1)，
7【 丁c

当z∈(o，1)时，／(z)>o，厂(z)递增，当z∈(1，

+。。)时，f7(z)<0，f(z)递减，所以，(z)≤

厂(z)。i。2厂(1)=0，即∥e7c x*+卜e7c，从而

口e+6e+ce≤三(口n+扩+cn)+3一一3e=3．

方法提炼对某些多元对称不等式，可根据

不等式结构特征，利用不等式等号成立时函数取

得极值探寻不等式g(口)≥h(a)，即构造函数

厂(z)=g(z)--h(x)解决问题，此方法比利用切线

寻找函数的一次估计式更具有一般性．

问题3设正数a、6、C满足口2+b2+C2+abc

=4，求证：瓦1+南+击≥3．
(数学问题2329[8 3)

原解要点把云1_变形为丢+志=丢
+志≥专+等，较难想到．

思路探寻 根据已知等式和所证不等式结

构，探寻关于}L．与n 2．--I能具有的不等关系．从

已知不等式知0<口<2，假设}L_≥m口2+n(m、咒

为待定常数)，即(ma2+扎)(2--a)一1≤0，构建函

数f(z)=(mx2+行)(2一z)一1，0<z<2，则

／(z)一一3mx2+4rex一行，显然当a=b=C=1

时，所证不等式等号成立，因此z=1时，(z)可能

取得极大值。，由iIf／((11)君=。，解得m=
万方数据
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咒=可1，此时厂7(z)=一丢(3z一1)(z一1)，当

xE(1，2)和z∈(o，÷)时，f7(z)<o，厂(z)递减，
U

当z∈(告，1)时，厂(z)>o，厂(z)递增，又厂(o)=
0，所以f(z)。。，=，(1)=0，故当z∈(0，2)时，

f(x)≤o，所以F乏1≥专z2+虿1．另一方面4=口2
+b2+cz+口6c≥3秒丽+n6c，令秒忑=￡，则
t3+3t2--4飞<0，即(t一1)(t+2)2≤0，￡≤1，口沈≤

1，从而口2+b2+c2=4--abc≥3，

故万1_+丢专+F1乏乡虿1(n2+62+c2)+虿3≥3．
问题4 若口，b，C∈R+，则aab¨C≥

(字)学(字)字(宁)孛≥(学)4+6．f．
(数学问题2298[91)

原解要点 先证明71理口n6。≥(口+6)下a+b，再

引入函数厂(z)一zln熹一ln—x+r2，但引理是怎
么想到的，函数是如何构建的?对右边不等式的

证明也令人费解和过于复杂．

思路探寻为酣物(半)半(字)字．

(字)2，根据不等式结构假设口866≥
[m(口+6)]“抖们，由当Ⅱ一6时所证不等式等号成

业．-t-，得口2口一(2m口)2加，即m一虿1，咒一1，下面证明

口“66≥(Ta+b)升6 (1)． (1)式化为nln口+

6ln以mm Ta+b捌n毫+6ln燕≥o即

詈ln la +ln i呈i≥o，令詈一z，不妨设口≥66

6+l 詈+1
6

>o，即z≥1，则(1)等价于zln而2x—ln xT+l乡-
o，构建函数厂(z)一zln耋南一ln兰笋，z≥1，

，，(z)一ln而2x—ln(2一而2)，当z>l时，
／(z)>0，f(z)在(1，+。。)递增，所以f(z)≥

f(1)20，当且仅当X 2 1即口2b时等号成立，

故(1)式成立．于是口466≥(aT+b a+b同理6屯‘≥

(字)b+c∥口。≥(丁c+a c+a把此三式相乘再开

平方得左边不等式．

令字=z，字=y，孛=z，则右边所证

不等式化为，y，z。≥(—x+丁y+z)升一2，只要证
xlnx+yIny+zlnz≥(x+y+z)ln x-f-y。ff-z．不妨

设z≥y≥z>0，构建函数

，(z)=xlnx+ylny+zlnz一(z+Y+2)·

ln生产，厂‰)_ln弄％≥o，5
。 Z十V十Z

所以，(z)在(O，+。。)上递增，从而

，(z)≥厂(y)=2yiny+zInz一(2y+z)ln下2y--ffz，
构建函数g(y)=2ylny+zlnz一(2y+z)·

1n塾竽，97(y)=1n五鼍≥O,g(y)在(o，+∞)
上递增，g(了)≥g(z)一o，故厂(z)≥／(y)≥g(z)

=0，当且仅当z=_)，=z时等号成立．

方法提炼 对某些关于口，b，C对称的不等式

，(口，b，c)≥O(或f(a，b，C)≤0)，不妨设口≥6≥c，

先构建关于12的函数f(a，6，f)，证明f(a，b，c)具

有单调性后得到f(a，b，c)≥f(b，b，c)(或f(a，b，

c)≤f(b，b，c))，再构建关于b的函数g(6，c)=

f(b，b，c)，证明g(b，c)具有单调性后得g(b，c)≥

g(c，f)一o(或g(b，c)≤g(c，f)一O)．

方法提炼对关于n，b的不等式若能化为只

含一元的不等式或，(口)≥厂(6)(厂(口)≤厂(6))的

形式，则可构造函数f(z)．如求证20172018>

20182017，把20172
01

8>20182017化为％器笋>

面1n2018，构造函数厂(z)一警，厂7(z)一L；竺，当
z∈(e，+∞)时，厂7(z)<o，厂(z)递减，故1ln2而0F17

、ln2018
7

2018。

问题5 求证：1+21-G+⋯+嘉>詈(以E N’

目咒≥55)(数学问题2125[103)．
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原解要点 直接引人不等式古≥
!!；Q ： !!!! 一!!!!墨二!!

(89k+55)(89k一34)89k+55 89k一34

(*)，该不等式又是如何构建的呢?

思路探寻为使所证不等式左边求和时能消

项，假设J砉≥厂@’一厂锄一D川≥2，
【，(1)=1，超=l

根据嘉结构，，(n)应为分式且分子分母为n的一

次式，故构建函数厂(竹)5三‰(口、b、c为待定常

数)，由舯)-1得f=口地即f(n)_等等，

于是1+刍+⋯-f-nl-i->f(竹)=号熹等，要证咒≥

55时，1+专+⋯+≯1夕i8，令厂(55)=i8，整理
N 55n=89b I汉口=89，b=55，得m)=煮‰，

此时嘉≥厂(咒)=，(竹一1)即为嘉≥矗鬟‰一

黼，等价于行2+89X 21竹一55X 34≥0，此

式当咒≥1时显然成立．原来(*)式是这样构建出

来的·所以当以≥55时，lq-方+⋯+砉>厂(，1)=
144n 144、8

两丽一—89+—55多i。
方法提炼 对某些不可求和数列{口。)前"

项和的不等式，可构建函数厂(咒)使口。=厂(1)，口。

≥，(以)一f(n一1)(或口。≤厂(以)一f(n一1))，

行≥2．

问题6设口，b，c>0，口+b+c≤3，求证：÷
口0C

一￡±譬丝≥丢(数学问题2398⋯])．
原解要点通过变形、配凑后用5元算术一

几何平均不等式证明．也可构建函数证明如下．

思路探寻 不妨设O<c≤6≤a<3，构建函

数厂(口)一去一￡±等±三三，显然厂(口)在(o，3)上
递减，因为口≤3--b--C，所以，(口)≥厂(3—6一c)

：i万去一—(3--b--c)—z+bz+cz，构建函数3 3==一．胜_aji DIa4Ⅳ

如(一6一c) ”7一“”

如)=熹一生堕乒型，g，(f)
=(6+2c一3)(瓦F南一专)．由于6+
2c-3≤n+b+C一3≤0，bc2(3-b-c)2=

专26fc(3—6一c)(3—6一c)≤虿1 I了6)5<2，
所以97(c)≤o，g(c)在(o，3)1-：递减，故

如)≥g(6)=志一—(3--—2b广)z+2b2，
构建函数

舶)=志一—(3--—2b广)Z+2b2，
∥(6)_3(b_1)(瓦南。1)，
63(3--2b)2=(÷)3·?4b3b(3—2b)(3-26)≤

(导)3·(詈)5<2，所以当6∈(1，3)1t寸，^7(6)>
0，^(6)递增，当bE(o，1)时，^7(6)<0，^(6)递减，

故^(6)≥^(1)2寺，厂(口)≥g(f)≥^(6)≥寺，等
号当且仅当6=1，c=b，n=3--b--c，即口=6=c=

1时成立．

由上可见，有些难度较大的不等式(最值)问

题，表面看似与函数无关但背后往往蕴藏着某个

函数，如能揭示所隐含的函数，通过研究函数的性

质与图像可化难为易，其优点无需证明不等式所

用的较强技巧和超出中学范围的不等式公式．此

类不等式(最值)问题不仅在《数学通报》的数学问

题中频频出现，在各类竞赛题和近年高考压轴题

中也时有出现，学生对此不知所措，束手无策，应

引起教师教学上的重视．构建函数探寻不等式(最

值)求证(解)思路的关键在于根据不等式结构特

征，或将不等式变形转化后构建以某个量为白变

量的函数，通过研究函数的单调性、最值、极值、切

线和图像后解决问题．构建函数在三角、数列、解

析几何、立体几何、函数等问题中有着同样的运

用，限于篇幅不一一列举．
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2517 已知如图1，在00中，弦B。C。∥B2C。，且
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2518设P是AABC内的任意点，三条边长、外

接圆半径与内切圆半径、点P到三边BC，CA，AB
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心0。和△CFG的外心O。到点A的距离相等．

一

G

F

(河南辉县一中 贺基军453600)

2520设AABC的三边长、相应旁切圆半径、外

接圆半径、内切圆半径和半周长分别为a，6，C，ra，

m‰R，r和p，贝u有雩≥帮+
丛譬士盟+丛生圭型，等号当且仅当△ABc为
6+c c+口

’寸‘了j且伏j u儿uu／，
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