
2021 年全国统一高考数学试卷（天津卷） 
一．选择题：在每小题给出的四个选项中，只有一项是符合题目要求的． 

1.设集合  1,0,1A   ，  1,3,5B  ，  0,2,4C  ，则  A B C    

（A） 0  （B） 0,1,3,5  （C） 0,1,2,4  （D） 0,2,3,4  

2.已知 aR ，则“ 6a  ”是“ 2 36a  ”的 

（A）充分不必要条件  （B）必要不充分条件 

（C）充要条件  （D）既不充分也不必要条件 

3.函数
2

ln

2

x
y

x



的图像大致为 

   
 （A）  （B） 

   
 （C）  （D） 

4.从某网络平台推荐的影视作品中抽取 400 部，统计其平分数据，将所得 400 个评分数据分为 8 组：

 66,70 ，  70,74 ，，  94,98 ，并整理得到如下的频率分布直方图，则评分在区间  82,86 内的

影视作品数量为 



 
 （A） 20  （B） 40  （C） 64  （D）80  

5.设 3.0log2=a ， 4.0log
2
1=b ， 3.04.0=c ，则 a 、b 、 c 的大小关系为 

（A） cba <<                         （B） bac <<  

（C） acb <<                         （D） bca <<  

6.两个圆锥的底面是一个球的同一截面，顶点均在球面上，若球的体积为
3

π32
，两个圆锥的高之比

为 3:1 ，则这两个圆锥的体积之和为 

（A） π3     （B） π4   （C） π9        （D） π12  

7.若 1052 == ba ，则 
ba

11
 

（A） 1   （B） 7lg    （C）1    （D） 10log7  

8.已知双曲线 1
2

2

2

2


b

y

a

x ( )0,0 >> ba 的右焦点与抛物线 pxy 22 = （ 0>p ）的焦点重合，抛物线

的准线交双曲线于 BA、 两点，交双曲线的渐近线与 DC、 两点，若 ABCD 2= ,则双曲线的离

心率为 

（A） 2             （B） 3     （C） 2       （D）3  

9.设 Ra∈ ,函数
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axax

ax
xf
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


,5)1(2

),22cos(
)( 22


,若 )(xf 在区间 ）（ ,0 内恰好有 6 个零点，

则 a 的取值范围是 
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二．填空题：本大题共 6 小题，每小题 5 分，共 30 分．试题中包含两个空的，答对 1 个的给 3 分，

全部答对的给 5 分． 

10.i 是虚数单位，复数
9 2

2

i

i




=______. 

11 在 3 61
(2 )x

x
 的展开式中， 6x 的系数是_____. 

12.若斜率为 3 的直线与 y 轴交于点 A，与圆 2 2( 1) 1x y   相切与点 B，则 | |AB =____. 

13.若 0, 0,a b  则
2

1
+ +

a
b

a b
的最小值为_____. 

14.甲、乙两人在每次猜谜语活动中各猜一个谜语，若一方猜对且另一方猜错，则猜对一方获胜，否

则本次平局。已知每次活动中，甲乙猜对的概率分别为
5

6
和

3

5
，且每次活动中甲、乙猜对与否互不

影响，各次活动也互不影响，则一次活动中，甲获胜的概率为_____;3 次活动中，甲至少获胜 2 次的

概率为______. 

15. 在边长为 1 的等边三角形 ABC 中。D 为线段 BC 上的动点，DE⊥AB 且交 AB 与点 E， / /DF AB

交 AC 于点 F，则 | 2 |BE DF
 

的值为_____; ( )DE DF DA 
  

的最小值为_____. 

三．解答题：本大题共 5 小题，共 75 分．解答应写出文字说明，证明过程或演算步骤． 

16.（本小题满分 14 分）在 ABC△ ，角 A ， B ，C 所对的边分别为 a ， b ， c ．已知

sin : sin : sin 2 :1: 2A B C  ． 2b  ． 

（I）求 a 的值； 

（II）求 cosC 的值； 

（III）求 sin 2
6

C
  

 
的值． 

17（本小题满分 15 分）如图，在棱长为 2 的正方体 1 1 1 1ABCD A B C D 中，E 为棱 BC 的中点，F

为棱 CD 的中点， 

(1)求证： 1 / /D F 平面 1 1A EC ; 

(2)求直线 1AC 与平面 1 1A EC 所成的角的正弦值; 

(3)求二面角 1 1A AC E  的正弦值. 

 

18. （本小题满分 15 分）已知椭圆
2

2

x

a
+

2

2
1( 0)

y
a b

b
   的右焦点为 F ,上顶点为 B ，离心率为

2 5

5
，且 5BF  . 

(1)求椭圆的方程； 



(2)直线  l 与椭圆有唯一的公共点 M ，与 y 轴的正半轴交于点 N ，过   N 与 BF 垂直的直线交 x

轴于点 P ，若   MP BF// ，求直线 l 的方程 

19.（本题满分15分）已知 na 是公差为 2 的等差数列，其前8 项的和为 64 . nb 是公比大于 0 的

等比数列， 1 4b  ， 3 2 48b b  . 

（Ⅰ）求 na 和 nb 的通项公式； 

（Ⅱ）记 *
2

1
,n n

n

c b n N
b

   . 

（i）证明 2
2n nc c 是等比数列；（ii）证明 1

2
1 2

2 2
n

k k

k k k

a a

c c





 . 

20. (本小题满分 16 分)已知 0a ,函数 xexaxxf )( . 

(1) 求函数 )(xfy  在点 ))0(,0( f 处的切点的方程； 

(2) 证明 )(xf 存在唯一极值点; 

(3) 若存在 a ,使得 baxf )( 对于任意的 Rx 成立，求实数 b 的取值范围. 
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2021 年全国统一高考数学试卷（天津卷） 
参考答案与试题解析 

一．选择题：在每小题给出的四个选项中，只有一项是符合题目要求的． 

1.设集合  1,0,1A   ，  1,3,5B  ，  0,2,4C  ，则  A B C    

（A） 0  （B） 0,1,3,5  （C） 0,1,2,4  （D） 0,2,3,4  

【思路分析】考查集合的运算，要看清楚题目是取交集还是并集． 

【解析】（河南洛阳刘友友老师解析）由  1,0,1A   ，  1,3,5B  得  1A B  ，所以

       1 0,2,4 0,1,2,4A B C     ，选 C． 

【归纳总结】此类型题较为基础，考查学生对集合基本运算的掌握情况． 

2.已知 aR ，则“ 6a  ”是“ 2 36a  ”的 

（A）充分不必要条件  （B）必要不充分条件 

（C）充要条件  （D）既不充分也不必要条件 

【思路分析】要把 2 36a  这一条件进行整理或化简，进而判断是充分还是必要条件． 

【解析】（河南洛阳刘友友老师解析） 2 36a  等价于 6 6a a   或 6a  ，故 6 6a a   ，即
2 36a  ，但 6 6a a   ，因此 6a  ”是“ 2 36a  的充分不必要条件． 

【归纳总结】本题考查充分条件与必要条件，可以借助口诀：“小充分大必要”，提升做题速度． 

3.函数
2

ln

2

x
y

x



的图像大致为 

   
 （A）  （B） 

   
 （C）  （D） 

【思路分析】先判断函数
2

ln

2

x
y

x



的奇偶性，然后取特殊值即可得到正确选项． 



【解析】（河南洛阳刘友友老师解析）易得
2

ln

2

x
y

x



为偶函数，故可排除 A，C 选项，当 2x  时，

ln 2
0

4 2
y  


，故可排除 D 选项．即答案选 B． 

【归纳总结】判断函数的大致图像，一般步骤是判断奇偶性、单调性，然后结合特殊值的情况加以

确定图像． 

4.从某网络平台推荐的影视作品中抽取 400 部，统计其平分数据，将所得 400 个评分数据分为 8 组：

 66,70 ，  70,74 ，，  94,98 ，并整理得到如下的频率分布直方图，则评分在区间  82,86 内的

影视作品数量为 

 
 （A） 20  （B） 40  （C） 64  （D）80  

【思路分析】要求分布在区间  82,86 人数，只需要知道总人数及该区间的频率就可以算出． 

【解析】（河南洛阳刘友友老师解析）由频率分布直方图可得评分在区间  82,86 内的频率为：

0.050 4 0.2  ，所以影视作品数量为： 0.2 400 80  ，选 D． 

【归纳总结】频率分布直方图的纵截距是频率/组距，千万别忽略组距而导致计算错误． 

5.设 3.0log2=a ， 4.0log
2
1=b ， 3.04.0=c ，则 a 、b 、 c 的大小关系为 

（A） cba <<                         （B） bac <<  

（C） acb <<                         （D） bca <<  

【思路分析】利用中间变量 1 和 0 比较 

【解析】（甘肃庆阳柳广社解析） 01log3.0log 22 =<=a ， 

15.0log4.0log4.0log 22
2
1 b ， 14.04.00 03.0 =<=<c ，   

∴ bca << ，故选 D. 

【归纳总结】本题考查常见指数、对数式子的大小比较.基础题 

6.两个圆锥的底面是一个球的同一截面，顶点均在球面上，若球的体积为
3

π32
，两个圆锥的高之比

为 3:1 ，则这两个圆锥的体积之和为 

（A） π3     （B） π4   （C） π9        （D） π12  



【思路分析】先画出圆锥与球的轴截面，在旋转轴 PS 上找出球心，据球

心 O 到 P、S、A 点距离均相等即可得。 

【解析】（甘肃庆阳柳广社解析）如图所示：由球的体积为
3

π32
，可得该

球的半径 2=R , 

由题意得，两个圆锥的高 SO′、 PO′分别为1和3 ， 

 PS 为球O 的直径， PASΔ∴ 为直角三角形， 

又 PSAO ⊥′  ,   

3∴ =′SO可得截面圆半径  

所以这两个圆锥的体积之和为    413)3(
3

1 2 V ,故选 B. 

【归纳总结】本题主要考查圆锥与其外接球相关知识，包括空间想象能力和化归转化能力，属于中

等题。 

7.若 1052 == ba ，则 
ba

11
 

（A） 1   （B） 7lg    （C）1    （D） 10log7  

【思路分析】利用指数式和对数式的关系解出 a 和 b，然后结合对数换底公式等运算性质即可求解。 

【解析】（甘肃庆阳柳广社解析） 1052 == ba ， 10log∴ 2=a ， 10log5=b ， 

      15lg2lg
10log

1

10log

111∴
52

=+=+=+
ba

，故选 C. 

【归纳总结】本题考查指数式和对数式的相关运算性质，属于基础题。 

8.已知双曲线 1
2

2

2

2


b

y

a

x ( )0,0 >> ba 的右焦点与抛物线 pxy 22 = （ 0>p ）的焦点重合，抛物线

的准线交双曲线于 BA、 两点，交双曲线的渐近线与 DC、 两点，若 ABCD 2= ,则双曲线的离

心率为 

（A） 2             （B） 3     （C） 2       （D）3  

【思路分析】统一用 a、b、c 表示出 CD 和 AB 间的等式，最后转化成 a、c 间的关系求 e. 

【解析】（甘肃庆阳柳广社解析）根据题意知抛物线准线方程为 cx  ，∴
a

b
AB

22= ，
a

bc
CD

2= ，

 ABCD 2= ，∴ bc 2= ，又 222 bac += ，∴ ba= ， 

∴双曲线的离心率 2==
a

c
e ，故选 A. 

【归纳总结】本题考查抛物线与双曲线图像及其简单的性质，属于中等题。 

9.设 Ra∈ ,函数
ax

ax

axax

ax
xf






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



,5)1(2

),22cos(
)( 22


,若 )(xf 在区间 ）（ ,0 内恰好有 6 个零点，

则 a 的取值范围是 
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
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【思路分析】分 x a ，x a 两种情况讨论，当 x a 时，且 7 9

4 4
a  时， ( )f x 有 4 个零点，9 11

4 4
x  ，

( )f x 有 5 个零点， 11 13

4 4
x  ， ( )f x 有 6 个零点，当 x a 时，即 5

2
2

a  ， ( )f x 有两个零点，当

2 5 0a   时，即 5

2
a  ， ( )f x 有 1 个零点，当 2a  时， ( )f x 有一个零点，综合两种情况，即可求

解． 

【解析】（甘肃庆阳柳广社解析） 

因为二次方程最多有 2 个零点，所以 ）（ axxf  22cos)(  至少有 4 个根， 

因为 )(2cos22cos)( axaxxf   ）（ ，而  kax 
2

2 ）（ ， 

整理得 )(,
4

1

2
Zka

k
x 

2

1

2

1
2

4

1

2
0  kaaa

k
。 

① 时，ax  当 )(,4
2

1
25 xfa  有 4 个零点，即

4

9

4

7
 a ， 

当 )(,5
2

1
26 xfa  有 5 个零点，即

4

11

4

9
 a ， 

当 )(,6
2

1
27 xfa  有 6 个零点，即

4

13

4

11
 a ， 

ax  时， ,512)( 22  axaxxf ）（ ,0)5(4)1(4 22  aa 解得： 2a ， 

当 ,02  时，a )(xf 无零点， 

当 ,02  时，a )(xf 有 1 个零点， 

当 2a 时，令 ,05)1(2)( 22  aaaaaf 解得
2

5
a ， 

则当 个零点，有时， 2)(
2

5
2 xfa  当 个零点。有时， 1)(

2

5
xfa   

②即 ax  时， 时，2a )(xf 无零点， 个零点，有时，或 1)(
2

5
2 xfaa   

个零点。有时， 2)(
2

5
2 xfa   

综上①②可得 













4

9
2

4

11

2

5
，， a .故选 A. 

【归纳总结】本题考查了余弦函数和二次函数，需要学生掌握分类讨论的思想，且本题综合性强，

属于难题． 

二．填空题：本大题共 6 小题，每小题 5 分，共 30 分．试题中包含两个空的，答对 1 个的给 3 分，

全部答对的给 5 分． 

10.i 是虚数单位，复数
9 2

2

i

i




=______. 

【思路分析】本题考查复数的运算，利用复数的运算法则计算即可。 

【解析】（河南洛阳李省伟老师解析）  
9 2 (9 2 )(2 )

=
2 (2 )(2 )

i i i

i i i

  
  

2

2 2

18 9 4 2
=

2

i i i

i

  


20 5
=

5

i
=4 i  

【归纳总结】复数一般考查复数的运算法则，化简求运算结果、复数的模长、共轭复数、几何性质

象限判断、周期运算以及模长与圆锥曲线定义结合，偶尔也会考察一元二次方程的虚数根。难点在



于审题与计算，难度一般。 

11 在 3 61
(2 )x

x
 的展开式中， 6x 的系数是_____. 

【思路分析】本题考查二项式的展开式系数，运用二项式定理第 r+1 项公式 1
r n r r

r nT C a b
  展开求

解。 

【解析】（河南洛阳李省伟老师解析）  3 61
(2 )x

x
 的第 r+1 项为 

3 6
1 6

1
(2 ) ( )r r r

rT C x
x


  6 3(6 )

6 2r r r rC x x    6 18 4
6 2r r rC x   

∵ 18 4 6rx x  得 r=3 ∴ 6633
64 1602T xxC    ∴ 6x 的系数是 160. 

【归纳总结】二项式需要理解 ( )na b 展示的思想，一般考查二项式定理，常见题型为求某一项、

或者某一项系数，以及二项式的逆用，赋值法求二项式系数和或者展开项系数和。难点在于审题与

规范计算，难度中等。 

12.若斜率为 3 的直线与 y 轴交于点 A，与圆 2 2( 1) 1x y   相切与点 B，则 || AB =____. 

【思路分析】本题考查直线与圆位置关系，考察数形结合思想，画出图像，利用已知条件，用解三

角形的方式，计算求得切线长。 

【解析】（刘家范老师解析）设圆心为 M，由直线的斜率为 3 知此切线的倾斜角为 60°，又切线与

y 轴 交 点 为 A ， 所 以 ∠ MAB =30 ° ， 又 ∠ ABM =90 ° ， 且 MB=1 ， 所 以 AM=2, 即

|| AB = 3AM 22  BM  
【归纳总结】解析几何，直线与圆的关系、圆锥曲线，作为选择填空小题出现，重点考查学生数形

结合能力，能否根据已知条件画出相应图形，根据几何关系再进行运用。解题过程中如果能巧用图

形的几何关系，会大大降低计算量。难点在于审题作图与计算，难度中等。 

13.若 0, 0,a b  则
2

1
+ +

a
b

a b
的最小值为_____. 

【思路分析】题中条件较少，求式子最值。求式子最值主要考察均值不等式，基本均值不等式为两

项关系，和为定值求积的最小值或者积为定值求和的最小值。而本题是 3 项，用均值不等式的一般

形式：如果 a1，a2，…，an 为 n 个正数，则 1 2
1 2

n n
n

a a a
a a a

n

  
   

…
… 当且仅当 a1＝a2＝…

＝an 时，等号成立.代入运算法则计算即可。 

【思路分析】对于给式求最值，考虑用均值不等式，其使用条件为：“一正二定三相等”，当条件不

满足时，要创造基本不等式的使用条件，注意“和定积最小”或者“积定和有最大”。 

【解析】解法一：（河南洛阳李省伟老师解析）  ∵ 1 2
1 2

n n
n

a a a
a a a

n

  
   

…
…  

         ∴
2

1
+ +

a
b

a b
=

2

1
+ + +

2 2

a b b

a b
4

2

1
4 =2 2

2 2

a b b

a b
     

          当且仅当
2

1
= = =

2 2

a b b

a b
成立，即 = 2a b  时

2

1
+ +

a
b

a b
取得最小值 

解法二：（刘家范补解）： 0, 0,a b  
2

1
+ +

a
b

a b
.22

2
2

21
2

2
 b

b
b

b
b

b

a

a 当

且仅当
2

a

a

1

b


和
b

b

2

同时成立，即 a=b=
2

时成立
） 

【归纳总结】利用均值不等式求最值是高考的重要的考点之一，常见考法是如何灵活地创造基本不



等式使用条件,如：凑系数、拆项、1 的替换等，对于两次使用基本不等式时要保证等式能同时成立，

难度中等。 

14.甲、乙两人在每次猜谜语活动中各猜一个谜语，若一方猜对且另一方猜错，则猜对一方获胜，否

则本次平局。已知每次活动中，甲乙猜对的概率分别为
5

6
和

3

5
，且每次活动中甲、乙猜对与否互不

影响，各次活动也互不影响，则一次活动中，甲获胜的概率为_____;3 次活动中，甲至少获胜 2 次的

概率为______. 

【思路分析】本题考查独立事件的概率与独立重复事件概率，分步与分类计数法的应用。甲、乙二

人猜谜语结果互不影响，根据题中条件，甲获胜即为甲猜对乙猜错。3 次活动中，每次互不影响，

即独立重复事件概率。甲至少胜 2 次，即甲获胜 2 次或 3 次，分别求出再求和。 

【思路分析】本题第一空考查独立事件的概率公式，第二空考查二项分布概率公式。 

【解析】（河南洛阳李省伟老师解析）(1)根据题中条件，事件甲获胜为甲猜对乙猜错。 

 
5 3 1

(1 )
6 5 3

P      

(2)根据独立重复事件的概率 

甲获胜 2 次的概率为 2 2
3

1 1 2
( 2) ( ) (1 )

3 3 9
P X C      

甲获胜 3 次的概率为 3 3 0
3

1 1 1
( 3) ( ) (1 )

3 3 27
P X C      

∴甲至少胜 2 次的概率为
2 1 7

+ =
9 27 27

P   

故：甲获胜的概率为
1

3
;3 次活动中，甲至少获胜 2 次的概率为

7

27
. 

【归纳总结】事件的概率重点理解事件的独立性，是或事件还是并，分步分类。分析明白事件类型

后，求概率就相对容易了。此考点难点在于审题理解题意中事件的类型，难度中等。 

【归纳总结】求解随机事件的概率首先要理清所求事件间的关系，然后利用概率的有关性质或者常

见的概率分布求解概率，难度中等。 

16. 在边长为 1 的等边三角形 ABC 中。D 为线段 BC 上的动点，DE⊥AB 且交 AB 与点 E， / /DF AB

交 AC 于点 F，则 | 2 |BE DF
 

的值为_____; ( )DE DF DA 
  

的最小值为_____. 

【思路分析】本题考查知识点向量，向量模长及最值。考察数形结合思想，根据题中条件，作出图

形，再根据条件求解答案。 

【解析】（河南洛阳李省伟老师解析） 如图所示： 

 
[经验法]：(1)根据条件可得， | 2 |BE DF

 
的值应不受动点 D 位置影响。 



           故若取 D 点与 B 点重合，则 E 点与 B 点重合，F 点与 A 点重合。 

           则 | 2 |BE DF
 

= | 0 | 1BA 
 

 

（第一空速解：过 F 作 FH  ⊥AB  于 H，易证：四边形 DEHF 时平行四边形，所以 

，， HABEEHDF   所以 1|||BE||BE2|  BAEHHADF ） 

 [普通法]：建立如图所示坐标系,则 A,B,C 点坐标为
3

(0, )
2

,
1

( ,0)
2

 ,
1

( ,0)
2

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

设 D 点坐标为(x,0),
1 1

( , )
2 2

x  则
1

| |
2

BD x  ,
1

| |
4 2

x
BE   , 

E 点坐标为
3 1 3 3

( , )
8 4 8 4

E x x    

1
| |

2
CD x  ,

1
| |

2
DF x  ,

1 3 3
( , )
4 2 4 2

x x
F     

(1) 2BE DF
 

=
1 3 3

2( + , )
4 8 8 4

x x
 +

1 3 3
( , )
4 2 4 2

x x
   =

1 3
( , )
2 2

 

| 2 |BE DF
 

= 2 21 3
( ) ( ) 1
2 2

   

(2) DE


=
3 3 3 3

( , )
4 8 8 4

x x
    

DF


=
1 3 3

( , )
4 2 4 2

x x
  ; DA


=

3
( , )

2
x  

( )DE DF DA 
  

=
5 1 3 3 3

( , )
4 8 8 4

x x
   

3
( , )

2
x

 

=
5 1 3 3 3 3

( ) ( ) ( )
4 8 8 4 2

x x
x       = 25 1 9

4 4 16
x x 

 
25 1 9

(
4 5 16

x x  ） 25 1 11
(

4 10 20
x  ）  

当
1

=
10

x 时 ( )DE DF DA 
  

取得最小值
11

20
. 

【归纳总结】本题以向量为载体考察动点定值与在最值问题，定值往往可以通过特殊点来判定，也



可以用普通方法，建立坐标系，求点坐标求值。最值一般转换为二次函数求，或者均值不等式，计

算量较大，考察综合运算能力。难点在于计算，难度较大。 

三．解答题：本大题共 5 小题，共 75 分．解答应写出文字说明，证明过程或演算步骤． 

16.（本小题满分 14 分）在 ABC△ ，角 A ， B ，C 所对的边分别为 a ， b ， c ．已知

sin : sin : sin 2 :1: 2A B C  ． 2b  ． 

（I）求 a 的值； 

（II）求 cosC 的值； 

（III）求 sin 2
6

C
  

 
的值． 

【思路分析】第（I）问用正弦定理即可求解，较为基础；第（II）问不仅需要正弦定理，还需要用

余弦定理；第（III）问在前面求解的条件基础上，需要用两角差的正弦公式和正余弦的二倍角公式． 

【解析】（河南洛阳刘友友老师解析） 

（I）由正弦定理得 sin : sin : 2 :1A B a b  ， 2b  ，所以 2 2a  ． 

（II）同（I）可得 2c  ，由余弦定理可得
   2 2 2

2 2 2 2 2 2 3
cos

2 42 2 2 2

a b c
C

ab

   
  

 
； 

（III） 3
cos 0

4
C   ，则

2
3 7

sin 1
4 4

C
    
 

， 7 3 3 7
sin 2 2sin cos 2

4 4 8
C C C     ，

2 7 1
cos 2 1 2sin 1 2

16 8
C C      ， 

3 7 3 1 1 3 21 1
sin 2 sin 2 cos cos 2 sin

6 6 6 8 2 8 2 16
C C C

            
 

． 

【归纳总结】本题看似简单，实则考查了解三角形的正弦定理、余弦定理，三角函数中的二倍角公

式、两角差的正弦公式，可谓短小精悍． 

17（本小题满分 15 分）如图，在棱长为 2 的正方体 1 1 1 1ABCD A B C D 中，E 为棱 BC 的中点，F

为棱 CD 的中点， 

(1)求证： 1 / /D F 平面 1 1A EC ; 

(2)求直线 1AC 与平面 1 1A EC 所成的角的正弦值; 

(3)求二面角 1 1A AC E  的正弦值. 

 
【思路分析】（1）连接 1 1AC , 1 1B D 相交于 O,连接 OE,EF,证明 1/ /OE D F 即可； 

（2）以 A 为坐标原点，AB，AD， 1AA 为坐标轴建立空间直角坐标系，求出平面 1 1A EC 的法向量即

可； 

（3）求出平面 1 1A AC 的法向量，结合（2）则可得到二面角. 

【解析】（代尔宁老师解析）(1)证明：如图所示，连接 1 1AC , 1 1B D 相交于 O,连接 OE,EF, 



因为 E 为棱 BC 的中点，F 为棱 CD 的中点 

所以 1 1/ /EF B D 且 1 1

1

2
EF B D  

根据正方体有 1 1 1

1

2
OD B D ,所以 1EF OD  

所以四边形 1OEFD 为平行四边形，所以 1/ /OE D F  

又因为OE 平面 1 1A EC ， 1D F 平面 1 1A EC  

所以 1 / /D F 平面 1 1A EC ; 

 
(2) 以 A 为坐标原点，AB，AD， 1AA 为坐标轴建立空间直角坐标系，如图所示 

则 1 1(0,0,0), (2,2,2), (2,1,0), (0,0,2)A C E A  

则 1 1 1(2,1, 2), (0,1, 2), (2, 2, 2)A E EC AC   
  

 

设平面 1 1A EC 的法向量 1 1 1 1( , , )n x y z


 

则 1 1 1 1 1

1 11 1

2 2 0

2 0

n A E x y z

y zn EC

         

 

  ， 

令 1 1z  ，则
1

1

1

2

2

1

x

y

z


  
 

，则 1 (2, 2,1)n  


 

设直线 1AC 与平面 1 1A EC 所成的角为 ， 

则 1 1

1 1

| | 2 3
sin

9| || | 3 2 3

n AC

n AC
   



 
   

(3) 在（2）建立的空间直角坐标系中，设平面 1 1A AC 的法向量 2 2 2 2( , , )n x y z


 

则 2 1 2

2 2 22 1

2 0

2 2 2 0

n AA z

x y zn AC

        

 

   

令 2y 1 ，则
2

2

2

1

1

0

x

y

z

 
 
 

，则 2 ( 1,1,0)n  


 

设二面角 1 1A AC E  为 ，根据（2）有 

1 2

1 2

2 2 2 2
cos

3| || | 3 2

n n

n n
  
   



 
  ，所以

8 1
sin 1

9 3
     



 
【归纳总结】本题考查空间立体几何中线面位置关系以及空间线面角，二面角的求解，由于本题有

优良的建立空间直角坐标系的条件，所以直接借助坐标系解决即可. 

18. （本小题满分 15 分）已知椭圆
2

2

x

a
+

2

2
1( 0)

y
a b

b
   的右焦点为 F ,上顶点为 B ，离心率为

2 5

5
，且 5BF  . 

(1)求椭圆的方程； 

(2)直线  l 与椭圆有唯一的公共点 M ，与 y 轴的正半轴交于点 N ，过   N 与 BF 垂直的直线交 x

轴于点 P ，若   MP BF// ，求直线 l 的方程 

【思路分析】（1）先由 BF 的长求出 a ，再结合离心率求

出c ，根据 2 2 2b a c  ，求出 2b ，即得椭圆方程.（2）解

法一：由题设直线 l 的方程，联立直线与椭圆的方程组，解

得直线的求出点 N 坐标.根据直线 NP BF ，得直线 NP

方程.进而求出点 P 坐标，根据   MP BF∕∕ 建立 M 点横

纵坐标间的关系，再联立 M 点横纵坐标的方程组，即可解

得 M 点，从而解出直线 l 的方程；解法二：根据求导得直

线 l 方程，根据点 M 求出点 P 坐标，根据 NP MP 列出

点 M 横纵坐标间的关系，再联立点 M 横纵坐标的方程组，

即可解得 M 点，从而解出直线 l 的方程；解法三;由题设直

线 l 的方程，求出点 N 坐标.根据直线 NP BF ，得直线

NP 方程.进而求出点 P 坐标，根据   MP BF∕∕ 建立点 M . 横纵坐标间的关系，再联立点 M . 横

纵坐标的方程组，即可解得 M . 点，从而解出直线 l . 的方程； 

【解析】（郭倩老师解析）(1)记半焦距为c . ，根据 2 2 2 2BF OB OF b c a     . ， 

得 5a  . , 由离心率
2 5

5

c
e

a
  . , 得 2c  , 所以 2 2 2 1b a c   , 

所以椭圆方程为
2

5

x
+ 2 1y   

（2）解法一：（郭倩老师解析）由题知直线联立方程组

2
2   1 ?

5
,

x
y

y kx m


 


  

，
得

 2 2 21 5 10 5 5 0k x kmx m      



因为直线  l 与椭圆有唯一的公共点 M ，所以 0 ，化简得 2 25 1 0m k   ① 

由方程组
,

0,

y kx m

x

 
 

 解得 y m ，因此点 N 坐标为  0,m  

因为  0,1B ,   2,0F , 所以直线 BF 的斜率为
1 0 1

0 2 2


 


， 

因为 NP 与 BF 垂直的直线交 x 轴于点 P ，所以 NP BF , 

根据两直线垂直斜率之积为 1 ，可得直线 NP 斜率为 2 ， 

因为  0,N m ,所以直线 NP 方程为 2y x m  ，因为直线 NP 交 x 轴于点 P ， 

由方程组
2 ,

0,

y x m

y

 
 

 解得
2

m
x   ，因此点 P 坐标为 ,0

2

m  
 

， 

因为 MP BF∕∕ ，所以直线 MP 与直线 BF 的斜率相等,所以直线 MP 的斜率为
1

2
 ， 

直线 MP 方程为
1

2 2

m
y x

    
 

 

联立方程组
1

   
2 2

,

m
y x

y kx m

      
 

  

，
解得

0

0

5
,

4 2
2

,
4 2

m
x

k
km m

y
k

   
   
 

   

因此点 M 坐标为
5 2

,
4 2 4 2

m km m

k k

     
   

将 M 点坐标代入椭圆方程得

2

2
5

24 2
  1

5 4 2

m
km mk

k

           
② 

①②解得
1,

6,

k

m





或

1,

6,

k

m




 
（因为  l y直线 与 轴的正半轴交于点 N 舍去） 

所以，直线 l 方程为 6y x    

解法二：（郭倩老师解析）直线  l 与椭圆相切于点 M，设  0 0 0, ( 0)M x y y  ， 

因为椭圆方程为
2

5

x
+ 2 1y  ，则

2

1
5

x
y   ,  

所以 y=
2

  
5

5 1
5

x x

yx
  



, 直线  l 与椭圆相切于点 M  

所以直线 l 方程为  0
0 0

05

x
y y x x

y
    ① 

因为点 N 在 y 轴的正半轴，所以设点 N 坐标为  0,N t  

因为点 N 在直线 l 上，所以
2

0
0

05

x
t y

y
  ② 

因为  0,1B ,   2,0F , 所以直线 BF 的斜率为
1 0 1

0 2 2


 


， 

因为 N 与 BF 垂直的直线交 x 轴于点 P ，所以 NP BF , 

根据两直线垂直斜率之积为 1 ，可得直线 NP 斜率为 2 ， 



因为  0,N t ,所以直线 NP 方程为 2y x t  ，因为直线 NP 交 x 轴于点 P  

由方程组
2 ,

0,

y x t

y

 
 

 解得
2

t
x   ，因此点 P 坐标为 ,0

2

t  
 

 

因为 MP BF∕∕ ， NP BF ，所以 NP MP  

NP 与 MP 垂直,所以 NP MP
 

，因为 ,
2

t
NP t

    
 


， 0 0,

2

t
MP x y

   
 


 

所以 0NP MP 
 
 ，化简得 0 02 4t x y   ③ 

将③代入②化简得 0 05x y  ④， 点  0 0,M x y 在椭圆上满足
2

0

5

x
+ 2

0 1y  ⑤ 

联立④⑤得
0

0

5 6
,

6

6
,

6

x

y


 


 

 

所以，直线 l 方程为 6y x    

解法三：（郭倩老师解析）直线  l 与椭圆相切于点 M，设  0 0 0, ( 0)M x y y  ，则
2

0

5

x
+ 2

0 1y  ， 

则直线 l 方程为 0

5

x
x + 0 1y y  , 因为直线 l 与 y 轴的正半轴交于点 N , 

由方程组
0

0 1,
5

0,

x
x y y

x

  

 

 解得
0

1
y

y
 ，因此点 N 坐标为

0

1
0,

y

 
 
 

 

因为  0,1B ,   2,0F , 所以直线 BF 的斜率为
1 0 1

0 2 2


 


， 

因为 N 与 BF 垂直的直线交 x 轴于点 P ，所以 NP BF , 

根据两直线垂直斜率之积为 1 ，可得直线 NP 斜率为 2 ， 

因为
0

1
0,N

y

 
 
 

,所以直线 NP 方程为
0

1
2y x

y
  ，因为直线 NP 交 x 轴于点 P  

由方程组 0

1
2 ,

0,

y x
y

y

  

 

 解得
0

1

2
x

y
  ，因此点 P 坐标为

0

1
,0

2y

 
 
 

 

因为 MP BF∕∕ ，所以直线 MP 与直线 BF 的斜率相等 

直线 MP 的斜率为 0 0

00
00

0
11

22

y y

xx yy




    
 

    ，直线 BF 的斜率为
1

2
  

所以 0

0
0

1
1 2

2

y

x
y

 


，整理得 2
0 0 02 4 1 0x y y   ，化简得

2
0

0
0

4 1

2

y
x

y

 
 ① 

因为点  0 0,M x y 满足
2

0

5

x
+ 2

0 1y  ②，联立①②解得
0

0

5 6
,

6

6
,

6

x

y


 


 

 



所以，直线 l 方程为 6y x    

【归纳总结】解决直线与椭圆的位置关系问题问题，首先要适当设直线的方程，进而求出相应点的

坐标，根据题中几何关系联立方程或方程组求解. 

19.（本题满分15分）已知 na 是公差为 2 的等差数列，其前8 项的和为 64 . nb 是公比大于 0 的

等比数列， 1 4b  ， 3 2 48b b  . 

（Ⅰ）求 na 和 nb 的通项公式； 

（Ⅱ）记 *
2

1
,n n

n

c b n N
b

   . 

（i）证明 2
2n nc c 是等比数列；（ii）证明 1

2
1 2

2 2
n

k k

k k k

a a

c c





 . 

【思路分析】本题主要考查等差、等比数列的求和以及数列的综合应用. 

（Ⅰ）根据题中已知条件，利用公式求出数列的通项公式。 

（Ⅱ）根据 nc 的定义将（Ⅰ）所求 na 和 nb 代入 nc ， 

（i）根据 nc 的通项公式求出 2
2n nc c 的通项公式，根据等比数列的定义判断 2

2n nc c 是等比

数列； 

（ii）设 1
2

2

n n
n

n n

a a
t

c c



， nt 的前 n 项和 nT ，则可将其放缩得到 2

2n n

n
t   ，再构造数列

2n n

n
r  ，

*n N ，利用错位相减法求出 nr 的前 n 项和 nR ，可以判断出 2nR  .从而得到

2 2 2n nT R   . 

【解析】：（辽宁沈阳贺雷颖老师解析）（1）设 na 的公差为 d ， na 的前 n 项和为 nS ， nb 的公

比为  0q q  . 

由题意得 82, 64d S  ，根据等差数列前 n 项和公式得 8 18 28 64S a d   ， 

整理得 12 7 16a d  ①，将 2d  代入①得， 1 1a  ，  1 2 1 2 1na n n      ， *n N . 

根据题中 1 4b  ， 3 2 48b b  ，由等比数列通项公式得， 2
1 1 48b q b q  ②，将 1 4b  代入②得，

24 4 48q q  ，化简得 2 12 0q q   ，即   4 3 0q q   ， 4q  或 3q    

0q  ， 4q  ，根据等比数列通项公式得 4n
nb  ， *n N . 

 na 的通项公式公式为 2 1na n  ， *n N ； nb 的通项公式为： 4n
nb  ， *n N . 

（Ⅱ）由（Ⅰ）得 2 1na n  ， 4n
nb  ， *n N ， 2 1

4
4

n
n n

c   ， *n N ， 

（i）
2

2 2 4 4 4
2 2 2 2

1 1 1 1
4 4 4 2 4 4 2 4

4 4 4 4
n n n n n n

n n n n n n
c c                   

   
， *n N . 

 
2 1

1 2 1 2 4n
n nc c 
     ，  

2
1 2 1

2
2

4
n n

n n

c c

c c

 



（常数）， 

因为
2

2 2 4
1 2 2

1 1
4 4 8

4 4
c c            

   
. 2

2n nc c 是以8 为首项， 

4 为公比的等比数列. 

（ii）设 1
2

2

n n
n

n n

a a
t

c c



， nt 的前 n 项和为 nT ， 




   22 1 2 1 4 1

2 4 2 4n n n

n n n
t

  
 

 
， 


2 24 1 4

2
2 4 2 4 2n n n n

n n n
t


   

 
. *n N . 

设
2n n

n
r  ， *n N .设 nr 的前 n 项和为 nR . 

则 1 2 1= ...n n nR r r r r     


2 1

1 2 1
= ...

2 2 2 2n n n

n n
R 


    ③ 


2 3 1

1 1 2 1
=0 ...

2 2 2 2 2n n n

n n
R 


    ④ 

③—④得
2 3 1

1 1 1 1 1
= ...

2 2 2 2 2 2n n n

n
R      

1 1

1 1
1

2 21 1
= 1

12 2 2 21
2

n

n

n n n

n n
R  

    
          

 
 


2

=2
2n n

n
R


 ， *n N . 

 *n N ，
2

0
2n

n 
 ， 2nR  . 

 2 2 2n nT R  .即 1
2

1 2

2 2
n

k k

k k k

a a

c c





 . 

【归纳总结】（1）等差数列、等比数列的通项公式在求解过程中要灵活运用公式； 

（2）证明数列是等差数列或是等比数列的证明方法，首选定义法，要注意明确首项和公差或公比； 

（3）在运用错位相减法数列求和时要注意适用范围及错位相减法的解题技巧； 

（4）在数列中要理解并学会运用适当利用放缩法求解； 

（5）在求解复杂式子的时候要学会化繁为简。 

20. (本小题满分 16 分)已知 0a ,函数 xexaxxf )( . 

(4) 求函数 )(xfy  在点 ))0(,0( f 处的切点的方程； 

(5) 证明 )(xf 存在唯一极值点; 

(6) 若存在 a ,使得 baxf )( 对于任意的 Rx 成立，求实数 b 的取值范围. 

【思路分析】本题主要考查导数的概念及其几何意义、导数的计算以及导数在研究函数中的应用。 

【解析】：（张英杰老师解析）（1） ,)1()(0)0( xexaxff  ， 所以 ,1)0(  af 所以函数在
))0(,0( f 处的切线方程为： 0)1(  yxa 。 

（2）若证明 )(xf 仅有一个极值点，即证 ,0)1()(  xexaxf 只有一个解， 

即证 xexa )1(  只有一个解， 

令 xexxg )1()(  ，只需证 xexxg )1()(  的 图像与直线 )0(  aay 仅有一个交点， 
xexxg )2()(  ， 

当 2x 时， ，0)(  xg  

当 2x 时， ，0)(  xg )(xg 单调递减， 



当 2x 时， ，0)(  xg )(xg 单调递增， 

当 2x 时， 0)2( 2  eg . 

当 x 时， )(xg ， 

当 x 时，  0)(xg ， 

画出函数 xexxg )1()(  图形大致如下： 

 

因为 0a ，所以 xexxg )1()(  的图像与直线 )0(  aay 仅有一个交点. 

（3）由题意可得，存在 ),0( a ，使得 baexax x  对于任意的 Rx 恒成立， 

即存在存在 ),0( a ，使得 )1( xaxeb x  对于任意的 Rx 恒成立， 

令 )1()( xaxexh x  ，即存在 ),0( a ， min)(xhb  ， 

.)2()(,)1()( xx exxhaexxh   

由(2)得 2x 时， ，0)(  xh 单调递减， 2x 时单调递增， 

当 x 时，  )(xh ， 

当 x 时， 0)(  xh ， 

所以存在 )2( 00  xxx ,使得函数 ,0)1()( 0
00  aexxh x  

即 ,)1( 0
0 aex x   

当 0xx  时 )(xh 单调递减，当 0xx  时 )(xh 单调递增 

当 0xx  时， 00 )1()1()(min)( 0
2

0000
xx exxxaexxhxh   

,)1)(2()2()( 00
000

2
00

xx exxexxxh   

当 12 0  x 时， ,0)( 0  xh 则 )( 0xh 单调递增， 

当 10 x 时， ,0)( 0  xh 则 )( 0xh 单调递减. 

当 10 x 时， ,)1()( max0 ehxh   

因为存在 ),0( a ， )( 0xhb  ，即 max0 )(xhb  即 eb   

所以 b 的取值范围为   ,e . 

【归纳总结】存在性问题： .)()(, min KxfKxfDx  成立，则  

 

———————————————————————————————————— 

《初高中数学教研微信系列群》简介： 
    目前有 15 个群（13 个高中群，2 个初中群），共 5000 多优秀、特、



高级教师，省、市、区县教研员、教辅公司数学编辑、报刊杂志高中数学编辑等汇聚而成，是一个

围绕高中数学教学研究展开教研活动的微信群. 

    宗旨：脚踏实地、不口号、不花哨、接地气的高中数学教研！ 

    特别说明： 

    1.本系列群只探讨高中数学教学研究、高中数学试题研究等相关话题； 

    2.由于本群是集“研究—写作—发表（出版）”于一体的“桥梁”，涉及业务合作，特强调真诚

交流，入群后立即群名片： 

     教师格式：省+市+真实姓名，如：四川成都张三 

     编辑格式：公司或者刊物（简写）+真实姓名 

   欢迎各位老师邀请你身边热爱高中数学教研（不喜欢研究的谢绝）的教师好友（学生谢绝）加入，

大家共同研究，共同提高！ 

    群主二维码：见右图 

———————————————————————————————————— 

 

 

 


