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关于含绝对值函数的双重最值问题的研究

童益民

(宁波效实中学315012)

含绝对值的函数是鬲考中的一个考点，含绝

对值函数的最大值问题是近年高考的热点，而含

绝对值函数的最大值的最小值问题更是高考中的

一个难点，如2015年浙江高考理科第18题，2016

年天津高考理科第20题．本文通过对含绝对值的

二次、三次函数的思考研究，得到一般的几个结

论，以供读者参考．

思考1 已知函数，(z)=z2+如+c(6，c∈

R)的定义域为[口，阅，记I厂(z)I的最大值为M，研

究当，(z)满足什么条件时，M取到最小值?

分析：因为

fM≥I厂(口)I=I口2+6口+c

J M≥I，(p)I=I J92+印+f

【M≥I，(字)l_|(孛)2+6守+c|
所以4M≥l凡)⋯胛)m I厂(半)I
≥I凡)+掷)一2，(字)I
=l(口2+沈+c)+(伊+6胂c)一2((笠笋)2+
6字+f)I
=华，
所以M≥掣，
当凡)一掷)一一厂(字)，
即6：一(口+卢)，c=￡±掣时等号成立
所以M的最小值为掣．
结论l 已知函数，(z)=z2+缸+c(6，f∈R)

的定义域为[口，阅，当厂(口)=厂(p=一厂(孝)时，

I厂(z)I的最大值M取到最小值鱼亏隧．

说明：对于函数厂(z)=z2+如+c(6，c∈R)

(z∈[口，阳)，当厂(口)一厂(p)=一厂(笠笋)时，
I厂(z)I的最大值M取到最小值，其实是取了

，(z)的定义域的两个端点和一个极值点，它们的

函数值正负间隔，绝对值相等，此时I，(z)I的最

大值M取到最小值．

接下来进行类比．

思考2 已知函数厂(z)=≯+6z+f(6，c∈

R)的定义域为[口，阅(口<o<p)，其中口+卢一o，记

I厂(z)I的最大值为M，研究当，(z)满足什么条

件时，M取到最小值?

分析：(1)当6≥o时，，(z)在[口，卢]上单调递

增，显然当一厂(口)=厂(p)，即c=o时，I，(z)l的

最大值M取到最小值∥+堆
(2)当6<O时，

①若c—O，

小丹)=(一层)3+6(一丹)
=2(一号)2，

}(p=学+b8，

所以‰=(⋯”丹)小cp忱。，
令(一号)2=z，

则，(一√一鲁)22t3，I厂(p I=I矿一3p2 I，
画出关于￡的函数g(￡)一2￡3，^(￡)=

J93—3p2 I的图像，如图1，

当￡=岛时，I厂(z)l的最大值M的最小值为

g(岛)=2￡3=JIl(￡o)=矿一3肛3．
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D 如 f

②若c>0，

十丹H层]3+6(一只)+c
=2(～鲁)2+f，

f(8)一营+b8+c，

所以‰一(⋯{小仔)mc刚慷，
令(一詈)2毛

则，(一√一号)一223+c，I厂(卢)I—l矿一3肛2+cl，
画出关于￡的函数g(￡)一2f3+c，矗(￡)一

f矿一3序2+cf的图像，如图2，

当￡一￡。时，I，(z)l的最 fy

她筹兰熟2吼 卜97g(％)一2￡3+c>2￡8， l ＼／，

舍去．

③若c<o，

，(层)一(丹)3+
6(丹)忙一2(一号)号忆酊
，(口)=口3+6口+f，

所以‰=(⋯㈣丹)№圳慷，
令(一号)了黾

则I，(丹)㈠咄3刊地3～
I，(口)I—I口3—3af2+c J—J矿一3戽2一cj，

画出关于￡的函数g(￡)一2矿一c，^(￡)一

I矿一3p2一c1的图像，如图3，
当￡一如时，J厂(z)I的最大值M的最小值为

J
、y

一

Ⅺ∽：V 。

一)
一c

O f0 f
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因为一号口一口+卢，所以(口+号)+(卢+詈)一o，因为一专口一口+卢，所以(口+号)+(卢+亏)一o，
根据结论2，可得，

当一“(a+号)一“(卢+号)一“(一√￡≠)

一M(√学一
I“(￡)I的最大值M取到最小值，

哨一凡)一掷)一／(一√孚一号)
一一厂(√生手堑一号)时，
I，(z)I的最大值M取到最小值．

令此时的n—ao一一昔(a+J9)，6—60，c2 co，

函数记为厂0(z)一z3+口oz2+6。z+c。，

I，(z)I的最大值M取到最小值M。．

(2)取口≠一昔(口+p)，即口≠口。时，

任取口=n1≠口o，6—61，f—c1，

令厂1(z)一z3+alz2+61z+c1，

则，1(z)一z3+口oz2+60z+fo+(nl一口o)z2+

(61—60)z+(c1一co)

一^(z)+(以】一口o)z2+(6】一60)z+(f】一co)，

少

％

。孤一曩
D

rW∥：
—％

图4

令g(z)=(口1一日o)z2+(61—60)z+(c1一co)，

所以，，(z)一^(z)+g(z)，

因为函数^(z)的图像如图4，

要使得函数|厂。(z)l的最大值小于等于M0，
a)≥O

z1)≤O

z2)≥O

卢)≤0

因为二次函数g(z)的二次项系数口。一no≠o，显

然是不成立的，

所以函数『厂，(z)I的最大值大于Mo，

所以对任意的口≠一昔(a+卢)，

l厂(z)l的最大值M的最小值都大于Mo．

综上(1)(2)得，

当一号口一口+卢，

且一厂(a)一，(p一，(一√生≯一号)

一一厂(√生手丝一号)时，
I厂(z)l的最大值M取到最小值．

结论3 已知函数厂(z)=z3+nz2+6z+c

(口，6，c∈R)的定义域为[a，闭，当一÷n一口+p，且

叫护掷，一厂(-√孚一号)一
一厂(√生手墅一号)时，l厂(z)I的最大值M取
到最小值．

说明：对于函数厂(z)一z3+口z2+6z+f(n，

6，c∈R)(z∈[a，阳)，当一号a—a+卢，且一厂(口)一

厂cp一厂(一√生≠一号)一一／(√生≯一号)
时，l厂(z)I的最大值M取到最小值，其实也是取

了，(z)的定义域的两个端点和两个极值点，它们

的函数值正负间隔，绝对值相等时，即当一÷n=

口堆且一凡)一胛)一厂(_√字一号)一
一，(√生≠一号)时，I，(z)I的最大值M取到
最小值．

对于以上得到的三个结论，可以帮助我们在

解此类题目时有一个整体的认识，可以灵活应用，

同时也为用绝对值不等式解此类题时，取什么特

殊值提供了方向，就是考虑区间的端点和极值点．

以下两题仅供参考．

题1 已知函数，(z)一z2+6z+c(6，f∈R)

的定义域为[o，2]，记I厂(z)I的最大值为M，求

M的最小值．

解析：当厂(o)一厂(2)时，厂(z)的极值点为

z一1，可考虑取z—O，2，1． (下转第55页)

g

g

g

g，●●●●●●●●●／、●●●●●●●【

须必则
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移到与椭圆相切(切点为P)时点C到直线oB距
0

离最大．设动直线方程为y=昔z+￡，利用△法求
厶

切线方程，求出点C到0B的最大值，S△∞c最大

值可以求得．

评析上述四种中哪种方案运算更合理呢?

因为△0BC中0，C是定点，面积表征，显然是思

路三和思路四更合理一些．

教学启示解析几何的本质是几何，图形是

几何的直观表现形式，是问题的出发点和归宿点，

而代数方法仅仅是工具，审视图形的整体结构，看

穿图形的本质特征，就能化繁为简．

3 结语

高中数学教学活动要树立以发展学生数学核

心素养为导向的教学意识，创设有利于学生数学

核心素养发展的情境，引导学生把握数学知识的

本质．就解析几何的教学而言，由于其学科本质是

运用代数方法解决几何问题，能灵活地进行数与

形的有机结合与相互转化，通过运用不同的视角

探索解题的途径、优化运算的过程来提升和发展

学生的运算素养是我们在教学中需要着力解决的

问题．2017版高中数学课程标准对解析几何的

“学业要求”是：依据问题情境分析几何问题和图

形特点；依据几何问题和图形特点，探索解决问题

思路；依据几何问题特点将几何问题转化为代数

问题；运用代数方法推演结果并给出合理地几何

解释．在解析几何教学中始终坚守学科大概念：用

几何的眼光观察问题，借助几何图形的特点，形成

解决问题思路，通过直观想象和代数运算得到结

果，给出几何解释，解决问题，在这个过程中提高

学生的思维品质，发展学生的关键能力，提升学生

的运算素养，将数学核心素养的培养落到实处．
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(上接第51页)

fM≥l厂(o)I—I f

因为{M≥I，(2)l一1 4+26+c I，
【M≥}厂(1)f—J 1+6+c

所以4M≥f厂(o)I+l厂(2)1+2I厂(1)l

≥l厂(0)+厂(2)一2厂(1)l

—l c+4+26+c一2—26—2c l一2，
1

所以M≥寺．(当厂(o)一厂(2)一一厂(1)，即6—

1

—2，c一÷时等号成立)
厶

1

所以M的最小值为÷．
厶

题2 设函数厂(z)一(z一1)3一az一6，z∈

R．其中a，6∈R．

(1)(2)略；(3)设口>o，函数g(z)一I厂(z)I，
1

求证：g(z)在区间[o，2]上的最大值不小于÷．

(选自2016年天津市高考理科第20题)

解析：设z一1一￡∈[一1，1]，

则^(￡)=￡3一口￡一口一6，根据结论2，

当叫-1)叫1M(一再)一^(冉帆
l^(￡)1的最大值取到最小值．

由一^(一1)一^(1)，得一口一6—0，

再州，闩一矗(一冉)一一(冉)3+口冉，
得n一昔，

所以当n一丢，6=一导时，

J^(￡)J的最大值取到最小值寺，

即g(z)在区间[o，2]上的最大值不小于寺．
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