
直线与圆锥曲线综合应用 
教学重点： 
1、会利用方程（组）研究直线与圆锥曲线的位置关系，解决有关交点、弦、弦长、中点及

直线与圆锥曲线的有关问题. 

2、会利用方程（组）研究直线与圆锥曲线的位置关系，解决有关弦长及直线与圆锥曲线的

有关问题. 

3、会求定点、定值、最值等问题；掌握函数与方程等价转换、分类讨论等思想方法. 

一、弦长、弦中点问题 

例 1：已知中心在坐标原点，焦点在 x 轴上的椭圆过点 P（2， 3），且它的离心率 e＝
1

2
. 

（1） 求椭圆的标准方程； 

（2） 与圆（x－1）2＋y
2＝1 相切的直线 l：y＝kx＋t 交椭圆于 M，N 两点，若椭圆上

一点 C 满足OM
→

＋ON
→

＝λOC
→

，求实数 λ的取值范围. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

反馈练习： 

在平面直角坐标系 xOy 中，已知圆 O：x
2＋y

2＝b
2 经过椭圆 E：

x
2

4
＋

y
2

b
2＝1（0＜b＜2）

的焦点. 

（1） 求椭圆 E 的标准方程； 

（2） 设直线 l：y＝kx＋m 交椭圆 E 于 P，Q 两点，点 T 为弦 PQ 的中点，M（－1，0），

N（1，0），记直线 TM，TN 的斜率分别为 k1，k2，当 2m
2－2k

2＝1 时，求 k1·k2 的值. 

解：（1） ∵ 0<b<2，∴ 椭圆 E 的焦点在 x 轴上.又圆 O：x
2＋y

2＝b
2 经过椭圆 E 的焦点，

∴椭圆的半焦距 c＝b， 

∴ 2b
2＝4，即 b

2＝2，∴ 椭圆 E 的方程为
x

2

4
＋

y
2

2
＝1.  

（2） （解法 1） 设 P（x1，y1），Q（x2，y2），T（x0，y0），联立



  

x
2

4
＋

y
2

2
＝1，

y＝kx＋m，

消去

y，得（1＋2k
2）x

2＋4kmx＋2m
2－4＝0，∴ x1＋x2＝－

4km

1＋2k
2.又 2m

2－2k
2＝1，∴ x1＋x2

＝－
2k

m
， 

∴  x0＝－
k

m
， y0＝m－ k·

k

m
＝

1

2m
，则 k1· k2＝

1

2m

－
k

m
＋1

·

1

2m

－
k

m
－1

＝
1

4k
2－4m

2 ＝

1

－2（2m
2－2k

2）
＝－

1

2
.  



（解法 2）设 P（x1，y1），Q（x2，y2），T（x0，y0），则





 
x

2
1

4
＋

y
2
1

2
＝1，

x
2
2

4
＋

y
2
2

2
＝1，

 

两式作差，得
（x1＋x2）（x1－x2）

4
＋
（y1＋y2）（y1－y2）

2
＝0.又 x1＋x2＝2x0，y1＋y2

＝2y0， 

∴ 
x0（x1－x2）

2
＋y0（y1－y2）＝0， 

∴ 
x0

2
＋

y0（y1－y2）

x1－x2
＝0. 

又 P（x1，y1），Q（x2，y2）在直线 y＝kx＋m 上， 

∴ 
y1－y2

x1－x2
＝k，∴ x0＋2ky0＝0 ①. 

又 T（x0，y0）在直线 y＝kx＋m 上，∴ y0＝kx0＋m ②， 

由①②可得 x0＝－
2km

1＋2k
2，y0＝

m

1＋2k
2. 

以下同解法 1. 

二、定点、定值问题 

例 2：如图，过点 C（0，1）的椭圆
x

2

a
2＋

y
2

b
2＝1（a＞b＞0）的离心率为 

 
3

2
，椭圆与 x 轴交于两点 A（a，0），B（－a，0）.过点 C 的直线 l 与椭圆交于另一点

D，并与 x 轴交于点 P.直线 AC 与直线 BD 交于点 Q. 

（1） 当直线 l 过椭圆右焦点时，求线段 CD 的长； 

（2） 当点 P 异于点 B 时，求证：OP
→

·OQ
→

为定值. 

（1） 解：由已知得 b＝1，
c

a
＝

3

2
，解得 a＝2，所以椭圆方程为

x
2

4
＋y

2＝1. 

椭圆的右焦点为（ 3，0），此时直线 l 的方程为 y＝－
3

3
x＋1， 

代入椭圆方程化简得 7x
2－8 3x＝0. 

解得 x1＝0，x2＝
8 3

7
， 

代入直线 l 的方程得 y1＝1，y2＝－
1

7
， 

所以 D 点坐标为（
8 3

7
，－

1

7
）. 

故 CD＝ （
8 3

7
－0）2＋



－

1

7
－1

2

＝
16

7
. 

（2） 证明：当直线 l 与 x 轴垂直时与题意不符. 

设直线 l 的方程为 y＝kx＋1



k≠0且k≠

1

2
. 

代入椭圆方程化简得（4k
2＋1）x

2＋8kx＝0. 



解得 x1＝0，x2＝
－8k

4k
2＋1

， 

代入直线 l 的方程得 y1＝1，y2＝
1－4k

2

4k
2＋1

， 

所以 D 点坐标为






－8k

4k
2＋1

，
1－4k

2

4k
2＋1

. 

又直线 AC 的方程为
x

2
＋y＝1， 

直线 BD 的方程为 y＝
1＋2k

2－4k
（x＋2）， 

与直线 AC 的方程联立解得


  
x＝－4k，

y＝2k＋1.
 

因此 Q 点坐标为（－4k，2k＋1）. 

又 P 点坐标为



－

1

k
，0 ， 

所以OP
→

·OQ
→

＝



－

1

k
，0 ·（－4k，2k＋1）＝4. 

故OP
→

·OQ
→

为定值. 

反馈练习： 

 

如图，已知椭圆 O：
x

2

4
＋y

2＝1 的右焦点为 F，点 B，C 分别是椭圆 O 的上、下顶点，

点 P 是直线 l：y＝－2 上的一个动点（与 y 轴的交点除外），直线 PC 交椭圆于另一个点 M. 

（1） 当直线 PM 经过椭圆的右焦点 F 时，求△FBM 的面积； 

（2） 记直线 BM，BP 的斜率分别为 k1，k2，求证：k1·k2 为定值. 

（1） 解：由题意 B（0，1），C（0，－1），焦点 F（ 3，0）， 

当直线 PM 过椭圆的右焦点 F 时，则直线 PM 的方程为
x

3
＋

y

－1
＝1，即 y＝

3

3
x－1， 

联立





 
x

2

4
＋y

2＝1，

y＝
3

3
x－1，

解得





 
x＝

8 3

7
，

y＝
1

7

或


  
x＝0，

y＝－1
（舍去），即 M（

8 3

7
，

1

7
）.  

连结 BF，则直线 BF：
x

3
＋

y

1
＝1，即 x＋ 3y－ 3＝0， 

而 BF＝a＝2，点 M 到直线 BF 的距离为 d＝




8 3

7
＋ 3×

1

7
－ 3

1
2＋（ 3）2

＝

2 3

7

2
＝

3

7
. 

故 S△MBF＝
1

2
·BF·d＝

1

2
×2×

3

7
＝

3

7
. 

（2） 证明：（证法 1：点 P 为主动点）设 P（m，－2），且 m≠0， 

则直线 PM 的斜率为 k＝
－1－（－2）

0－m
＝－

1

m
， 

则直线 PM 的方程为 y＝－
1

m
x－1， 



联立





 
y＝－

1

m
x－1，

x
2

4
＋y

2＝1，

化简得



1＋

4

m
2 x

2＋
8

m
x＝0， 

解得 M








－
8m

m
2＋4

，
4－m

2

m
2＋4

， 

所以 k1＝

4－m
2

m
2＋4

－1

－
8m

m
2＋4

＝
－2m

2

－8m
＝

1

4
m，k2＝

1－（－2）

0－m
＝－

3

m
， 

所以 k1·k2＝－
3

m
·

1

4
m＝－

3

4
为定值. 

（证法 2：点 M 为主动点）设点 M（x0，y0）（x0≠0），则直线 PM 的方程为 y＝
y0＋1

x0
x

－1， 

令 y＝－2，得 P




－

x0

y0＋1
，－2 . 

所以 k1＝
y0－1

x0
，k2＝

－2－1

－
x0

y0＋1

＝
3（y0＋1）

x0
， 

所以 k1·k2＝
y0－1

x0
·

3（y0＋1）
x0

＝
3（y

2
0－1）
x

2
0

＝
3（y

2
0－1）

4（1－y
2
0）

＝－
3

4
（定值）. 

三、最值与取值范围问题 

例 3：已知椭圆 C：
x

2

a
2＋

y
2

b
2＝1（a>b>0）的左焦点为 F（－1，0）， 

 
左准线方程为 x＝－2. 

（1） 求椭圆 C 的标准方程； 

（2） 如图，若椭圆 C 上有 A，B 两点，满足 OA⊥OB（O 为坐标原点），求△AOB 面

积的取值范围. 

解：（1） 由题设知 c＝1，－
a

2

c
＝－2， 

所以 a
2＝2，b

2＝a
2－c

2＝1， 

所以椭圆 C 的标准方程为
x

2

2
＋y

2＝1. 

（2） 当直线 OA，OB 分别与坐标轴重合时，易知△AOB 的面积 S＝
2

2
. 

当直线 OA，OB 的斜率均存在且不为零时，设 OA：y＝kx，OB：y＝－
1

k
x， 

设 A（x1，y1），B（x2，y2），将 y＝kx 代入椭圆 C 的方程得到 x
2＋2k

2
x

2＝2， 

所以 x
2
1＝

2

2k
2＋1

，y
2
1＝

2k
2

2k
2＋1

，同理 x
2
2＝

2k
2

2＋k
2，y

2
2＝

2

2＋k
2， 

△AOB 的面积 S＝
OA·OB

2
＝

（k
2＋1）2

（2k
2＋1）（k

2＋2）
. 

令 t＝k
2＋1∈（1，＋∞）， 



则 S＝
t
2

（2t－1）（t＋1）
＝

1

2＋
1

t
－

1

t
2

. 

令 u＝
1

t
∈（0，1）， 

则 S＝
1

－u
2＋u＋2

＝
1

－



u－

1

2

2

＋
9

4

∈［
2

3
，

2

2
）. 

综上所述，S∈［
2

3
，

2

2
］. 

反馈练习： 

已知椭圆 C：
x

2

a
2＋

y
2

b
2＝1（a＞b＞0）经过点（0，1），且离心率为

2

2
，若 F1，F2 分别为

椭圆的左、右焦点，点 P 在椭圆 C 上. 

（1） 求证：PF1
→

·PF2
→

≥0； 

（2） 过原点 O 且垂直于 PF 的直线与直线 y＝2 交于点 Q，求△OPQ 面积的最小值. 

（1） 证明：因为椭圆 C：
x

2

a
2＋

y
2

b
2＝1（a＞b＞0）经过点（0，1），所以 b＝1. 

因为离心率为
2

2
，所以

c

a
＝

a
2－1

a
＝

2

2
，解得 a＝ 2， 

所以椭圆方程为
x

2

2
＋y

2＝1. 

由题意可知 F1（－1，0），F2（1，0），设点 P（x0，y0）， 

则PF1
→

＝（－1－x0，－y0），PF2
→

＝（1－x0，－y0）， 

所以PF1
→

·PF2
→

＝x
2
0＋y

2
0－1. 

因为点 P（x0，y0）在椭圆 C 上， 

所以
x

2
0

2
＋y

2
0＝1，即 y

2
0＝1－

x
2
0

2
， 

所以PF1
→

·PF2
→

＝x
2
0＋1－

x
2
0

2
－1＝

1

2
x

2
0（－ 2≤x0≤ 2）， 

所以PF1
→

·PF2
→

≥0. 

（2） 设点 Q（m，2）， 

当 m＝0 时，点 Q（0，2），P 点坐标为（－ 2，0）或（ 2，0）， 

此时 S△OPQ＝
1

2
× 2×2＝ 2. 

当 m≠0 时，直线 OQ 的方程为 y＝
2

m
x，即 2x－my＝0， 

所以直线 PF 的方程为 y＝－
m

2
（x－1）. 

所以点 P 到直线 OQ 的距离 d＝
|2x0－my0|

2
2＋（－m）2

， 

OQ 的长度 OQ＝ 2
2＋（－m）2， 

所以 S＝
1

2
·OQ·d＝

1

2
×|2x0－my0|＝



x0－

m

2
y0 . 

又 y0＝－
m

2
（x0－1）， 

所以 S＝




x0＋

y
2
0

x0－1
＝










x0＋

1－
x

2
0

2

x0－1
＝

1

2
×






x

2
0－2x0＋2

x0－1
＝

1

2
×




x0－1＋

1

x0－1
＝

1

2
（|x0－



1|＋
1

|x0－1|
）≥1. 

当且仅当|x0－1|＝
1

|x0－1|
，即 x0＝0 时等号成立. 

综上，当 x0＝0 时，△OPQ 面积有最小值 1. 

 

四、圆锥曲线中的探索性问题 

例 4：在平面直角坐标系 xOy 中，椭圆 C：
x

2

a
2＋

y
2

b
2＝1（a＞b＞0）的离心率为

2

2
，椭圆上动

点 P 到一个焦点的距离的最小值为 3（ 2－1）. 

（1） 求椭圆 C 的标准方程； 

（2） 已知过点 M（0，－1）的动直线 l 与椭圆 C 交于 A，B 两点，试判断以线段 AB

为直径的圆是否恒过定点，并说明理由. 

思路分析：（1） 椭圆上动点 P（x0，y0）到左、右焦点的距离的最小值为 a－c. 

（2） 先根据直径 AB 竖直和水平两种情况，猜出定点可能为 D（0，3），再考虑DA
→

·DB
→

是否为零. 

解：（1） 由题意，得



  

c

a
＝

2

2
，

a－c＝3（ 2－1），

 

解得


  

a＝3 2，

c＝3.
所以 b

2＝a
2－c

2＝9. 

椭圆 C 的标准方程是
x

2

18
＋

y
2

9
＝1. 

（2） 当直线 l 的斜率不存在时，以 AB 为直径的圆的方程为 x
2＋y

2＝9； 

当直线 l 的斜率为零时，以 AB 为直径的圆的方程为 x
2＋（y＋1）2＝16. 

这两圆仅有唯一公共点，也是椭圆的上顶点 D（0，3）.猜想以 AB 为直径的圆恒过定

点 D（0，3）. 

证明如下： 

（证法 1：向量法）设直线 l 的方程为 y＝kx－1，A（x1，y1），B（x2，y2）.只要证DA
→

·DB
→

＝x1x2＋（y1－3）（y2－3）＝x1x2＋（kx1－4）（kx2－4）＝0 即可. 

即要证DA
→

·DB
→

＝（1＋k
2）x1x2－4k（x1＋x2）＋16＝0. 

由


  
y＝kx－1，

x
2＋2y

2＝18，
消去 y，得（1＋2k

2）x
2－4kx－16＝0，Δ＝16k

2＋64（1＋2k
2）＞0，

此方程总有两个不等实根 x1，x2. 

x1，2＝
2k±2 9k

2＋4

1＋2k
2 ，所以 x1＋x2＝

4k

1＋2k
2，x1x2＝

－16

1＋2k
2. 

所以DA
→

·DB
→

＝（1＋k
2）x1x2－4k（x1＋x2）＋16＝

－16（1＋k
2）

1＋2k
2 －

16k
2

1＋2k
2＋16＝0. 

所以 DA⊥DB，所以以 AB 为直径的圆恒过定点 D（0，3）. 

（证法 2：斜率法）若设 DA，DB 的斜率分别为 k1，k2，只要证 k1k2＝－1 即可. 

设直线 l 的斜率为 λ，则
yA＋1

xA
＝λ. 

由点 A 在椭圆 x
2＋2y

2＝18 上，得 x
2
A＋2y

2
A＝18，变形得

yA－3

xA
·

yA＋3

xA
＝－

1

2
， 

即 k1·
yA＋3

xA
＝－

1

2
. 



设 yA＋3＝m（yA－3）＋n（yA＋1），可得 m＝－
1

2
，n＝

3

2
，得

yA＋3

xA
＝

3

2
λ－

1

2
k1. 

从而 k1（3λ－k1）＝－1，即 k
2
1－3λk1－1＝0. 

同理 k
2
2－3λk2－1＝0，所以 k1，k2 是关于 k 的方程 k

2－3λk－1＝0 的两实根. 

由根与系数的关系，得 k1k2＝－1.所以 DA⊥DB， 

所以以 AB 为直径的圆恒过定点 D（0，3）. 

反馈练习： 

如图，在平面直角坐标系 xOy 中，已知椭圆
x

2

a
2＋

y
2

b
2＝1（a>b>0）的离心率为

1

2
，且过点





1，

3

2
.F 为椭圆的右焦点，A，B 为椭圆上关于原点对称的两点，连结 AF，BF 并延长分别

交椭圆于点 C，D. 

 
  （1） 求椭圆的标准方程； 

（2） 若 AF＝FC，求
BF

FD
的值； 

（3） 设直线 AB，CD 的斜率分别为 k1，k2，是否存在实数 m，使得 k2＝mk1？若存在，

求出 m 的值；若不存在，请说明理由. 

解： （1） 由题意知






 
c

a
＝

1

2
，

1

a
2＋

9

4b
2＝1，

a
2＝b

2＋c
2，

 

解得


  

a＝2，

b＝ 3，
所以椭圆方程为

x
2

4
＋

y
2

3
＝1. 

（2） 若 AF＝FC，由椭圆对称性，知 AC 垂直于 x 轴， 

A



1，

3

2
，所以 B



－1，－

3

2
， 

此时直线 BF 方程为 3x－4y－3＝0， 

由



  

3x－4y－3＝0，

x
2

4
＋

y
2

3
＝1，

得 7x
2－6x－13＝0，解得 x＝

13

7
（x＝－1 舍去），故

BF

FD
＝

1－（－1）
13

7
－1

＝
7

3
. 

（3） 设 A（x0，y0），则 B（－x0，－y0），
x

2
0

4
＋

y
2
0

3
＝1. 

直线 AF 的方程为 y＝
y0

x0－1
（x－1）， 

代入椭圆方程
x

2

4
＋

y
2

3
＝1，得（15－6x0）x

2＋（6x
2
0－24）x－15x

2
0＋24x0＝0. 

因为 x＝x0是该方程的一个解， 

所以点 C 的横坐标 xC＝
8－5x0

5－2x0
. 

又 C（xC，yC）在直线 y＝
y0

x0－1
（x－1）上， 



所以 yC＝
y0

x0－1
（xC－1）＝

－3y0

5－2x0
. 

同理，点 D 坐标为






8＋5x0

5＋2x0
，

3y0

5＋2x0
. 

所以 k2＝

3y0

5＋2x0
－

－3y0

5－2x0

8＋5x0

5＋2x0
－

8－5x0

5－2x0

＝
5y0

3x0
＝

5

3
k1， 

即存在 m＝
5

3
，使得 k2＝

5

3
k1. 

 


