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大学视角下的中学数学(导数)

李尚志

(北京航空航天大学100083)

例1 (2017理科数学全国卷Ⅲ第21题)函

数，(z)一X一1一nlnz．

(1)若，(z)≥o，求n的值；

(2)m为整数，且对于任意正整数咒，

(·+丢)(1+壶)⋯(，+吉)<m．求优的最小值．
解(1)，(1)一0．要使，(z)≥0在定义域

(o，+∞)内成立，

需要，(z)在(o，1]内递减，f7(z)=1一号≤o，

t2≥1；

且f(x)在l-1，∞)内递增，，，(z)=1一导≥o，口≤

1．只能口=1．．

(2)由(1)知道lnz≤z一1对x>O成立．

记t=x--1，则x=1+￡．In(1+￡)≤t对t>

一1成立．因此

-n[(·+专)(·+砉)⋯(·+去)]
=tn(·+丢)+，n(，+刍)+⋯+·n(·+去)

≤虿1十矿1⋯+⋯+去<1，

(-+专)(·+舟·(·+去)<e<3，
(，+丢)(，+刍)(·+砉)=导×丢×詈
>虿3 x百5 x两16—2．

因此m>2．只能m=3．

大学视角 第(1)小题的做法是很常规的基

本方法，得出的不等式

，(z)一z一1一lax≥0，即lM≤z一1(Vz>0)

却是攻克第(2)小题的关键．本题的第(1)小题不

是为了为难学生，反而为了提示他们利用以上不

等式得到
。

In[(·+专)(·+打·(·+专)]
<专+壶+⋯+去<l，

帮助做第(2)题．

不过，我一看到第(2)题首先想到的不是对数

不等式l眦≤z一1，而是指数不等式r≥1+z．直

接得到

(，+丢)(·+抄·(·+去)
<e专e≯1⋯一1=l 21。+e2n e-f ⋯+砉<e<3，<e丁e≯⋯一= 2r⋯+万< ，

不需要借助对数绕圈子．

借题发挥自然对数为什么最自然

我第一次见到e，是中学课本上讲对数的最

后一句话：“科学上通常用一个无理数e=

2．71828⋯作为对数的底，叫做自然对数．”为什么

不用最自然的10为底，偏要用一个无理数?当时

觉得一点都不自然．

1．幸运斜率为何幸运

中学数学现在学了幂函数、指数函数、对数函

数的导数公式，并且成为高考中必考内容．导数用

来干什么?一个重要用途是判定函数的递增、递

减、极值．还有一个简单而重要的用途是求切线

方程．

函数y=，(z)在x-一-c的导数f 7(f)的几何意

义是图象曲线在点(c，，(c))的切线斜率．有了切

线斜率，用点斜式就可写出过这一点的切线方程

了=厂(c)+／(c)(z—c)，其实就是函数厂(z)在

z—c作泰勒展开到一次项．例如，对数函数Y—

lnx的导数y’=÷在z=1取值为1，过这一点(1，

o)的切线方程为y=z一1．如图1．

万方数据



2 数学通报 2019年第58卷第7期

可。 Y
7
r
Y：l+x

| ／／

彳一j
／ 。．··j

／l●●●●●

／

圈1

lnz

由图看出：曲线y=lnx始终在切线y=z一1

下方．始终有z—l≥lnx，z一1一lnx≥0．这正是

例1第(1)小题的答案．如果y—alnx在点(1，o)

的切线斜率口≠1，曲线y=alnx与直线y=z一1

在点(1，0)相交而不相切，曲线在这点穿越直线

3，=z一1，不可能始终在直线y—z一1下方，不能

保持z一1一口lIu≥0．

将平面上所有的图形关于直线y=X作轴对

称变换，则右下方的对数曲线y=lnx及其切线

Y=z一1翻转到左上方的z=lny及其切线z=

y一1，也就是变成指数曲线了=ex及其切线y=

1+z，指数曲线始终在切线的上方，不等式r≥

1+z对所有实数z成立．

指数曲线y=e。在点(o，1)的切线斜率也可

用指数函数厂(z)=ex求导公式(ex)7=e。得到：

f7(O)一eo一1，切线方程为y=1+z．

为什么对数曲线y—lnx在点(1，o)的切线斜

率正好是1，指数曲线y—r在(o，1)的切线斜率

也正好是17为什么如此幸运?

不是天上掉下来的幸运．是我们选择了对数

函数y=log,x和指数函数y=口。的底a=e，才赢

得了如此幸运．

我们来计算对数函数，(z)=log。,27在X一1

的导数，，(1)．／(1)一lim』!!±!)二丛12一lim—log．(1+t—)--log．1
。

p0 Z p0 f

：lim垫坠』掣：liml。g。(1+￡)÷
一log,e，

其中e=lim(1+￡)÷一2．71828⋯，与a无关．

要使／(1)=log,e=1，只能选a=e，得到的

对数记为lax，称为自然对数，它在(1，o)的切线

方程为y=z一1．

如果换成常用对数，(z)=lgx=log，。z，则使

／(1)=lge≈．O．43429，切线方程为Y一0．43429x

一1．你认为比3J=z一1更自然吗?

再来计算对数函数，(z)=log。z在任意z>

0的导数

，‰)_粤0虹型半f-· ‘

=l，im。l￡l。＆孚

=l，im。1z·x￡1。＆(1+三X)，po z ￡ 一＼ ，

由于x>O固定不变，当￡一。时有口=三一o，

l，im。X￡l。94(1+孝)2姆万1 l。gd(1+伊)
一limlog。(1+口)寺一log。e，

因此／(z)一÷·log。e．

如果取a=e，则／(z)=÷最简单．其余情形

下／(z)=譬．
再来计算指数函数y—f(z)=a。在z的

导数，，＆)=l，im。丝半一!粤号≠
=az lima'--1．，

令u=a‘一1，则￡一log,(1+乱)．当f—O时乱一O，

因此 姆盟一l，im。,。u丽一岈而1t log,1f—o r·o L十“) “一oloa．(】+M)吉

一
1

一砾’
／(z)=(矿)7一砾ax·

取a=e，则(r)7=ex，f7(0)一eo一1，曲线y=e2在

点(o，1)的切线方程为y=1+z．如图1．

2．对数裹怎样编出来的

为什么要发明对数?最初的目的就是要简化

运算．比如要算除法7640÷2784很困难，要开方
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∥雨一根本没法算．将7640，2784写成同底数的

幂7640=106，2784=10‘，则

7640÷2784=106÷10。=106一．

扔丽一(10a)÷=10辜，
除法变成了减法运算6一c，开7次方变成了除法
L

运算导，运算都变容易了．剩下的困难是：由幂
，

z一10，算指数Y，由指数Y算幂z=10，．

由z=10，算指数Y就是求对数Y=logloz，X

叫做真数．以10为底的对数log，。z简记为lgx，

称为常用对数，需要编出对数表，由真数z查对数

y=lgx．还需要反对数表由对数y=lgx查真数

z=ioy．

怎样编对数表?算出10的正整数次幂

10，=z．贝0 y一19z．例如

z 1 i0 100

y=lgz O 1 2

这个对数表基本上没什么用：z值从1跳到10间

隔太大，2，3，⋯，9全都没有，更别说2．784，7．640

了．怎么改进?假如能够算出10的1万次方根

g=100‘0001，将q的9999个正整数次幂A”(1≤m

≤9999)插入1与lo之间的大间隔，分割成

10000个微小间隔．则lgq=0．0001，lg(q”)=

0．0001m．这个对数表的精确度就很高了：

z 1 口 q2 矿 q9999 10

I y=lgz 0 0．0001 0．0002 0．0001m 0．9999 l

不过，开1万次方计算100‘0001很难．可以反过

来，取一个比1稍微大一点的数g一1．0001，计算

它的正整数次幂q，q2，⋯．q”，⋯，q“≈i0直到q“

非常接近10．将它们插入1与10的大间隔，分割

成咒个微小间隔．则lg(q“)≈lglO=1，lgq≈i1，

lg(q”)≈署．计算结果如下：
z一1．0001m 1 1．0001 1．0002 Z．718146 10 2．74436

m O 1 2 10000 23027 10096

1弘a南 O 0．000043 0．000087 0．43427 1 0．43844

l眦m志 O 0．0001 0．0002 1 2．3027 1．0096

Z 2．78389 2．78417 3．58707 7．64001 10

10239 10240 12774 20335 23027

lgx 0．44465 0．44470 0．55474 0．88309 1

Inx 1．0239 1．0240 1．2774 2．0335 2．3027

查表得lg万76丽40=lg≥裟
=197．640一192．784

=0．88309—0．44465—0．43844

=>7640÷2784≈2．744．

19√7640=(191000+197．640)÷7

一(3+0．88309)÷7=0．55473

专扔百面≈3．587．

历史上第一本对数表就是由瑞士人别尔基用

以上方法花了8年的时间编出来的．他计算

1．0001的各次幂1．0001”=N，得到的指数m=

log。．。㈨N实际上是以1．0001为底的对数．再将

它除以23027一log，．。。。。10得到常用对数lgN一

鲁￡盖譬，实际上是用换底公式换成以10为底

的对数．

常用对数最大的优点是只需要编出1到10

的对数，就能得到所有的对数．例如以上计算

√7640的时候需要计算197640．7640由7．640乘

1000得到，197640就由197．640加lgl000—3

得到．

用对数的时候以10为底比较方便，是因为人

类采用10进位制．编对数表的时候却需要以接近
1

1的数为底，比如以q21+而丽1 为底，它的两个
相邻的正整数次幂q⋯与qm+1才比较接近．但这就

产生一个问题，对数的值都太大了，10的对数超

过两万．英格兰人纳皮尔为了提高精确度，用更接
1近1的q一1+而蒜为底，10的对数超过两千
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万．这就好比用尺子去量人的身高，如果以米为单

位，身高超过1米，不到2米，量成2米，很不精

确．在尺子上画上刻度将长度单位缩短到厘米，量

出身高165厘米，就是糕一1．65米．编对数表，
也就是用底a的幂去度量真数．口太大，量不精

确．a越接近1，量得越精确，量出来的对数也越

大，应该将量出来的数适当缩小，回归正常．例如，

别尔基用1．0001的幂1．0001”去度量真数，X一

1．0001．自己的对数不应该是1而应是z一1—

0．0001，所有的指数仇应当除以i0000才作为X

≈1．0001”的对数，以=1．000110000≈2．718的对

数才是1，这个口才是对数的底．类似地，纳皮尔

用1．0000001的幂度量真数，z=1．0000001自己

的对数应是X～1—0．0000001，对数的底a=

1．000000110000000≈2．71828169与e≈2．71828183

的误差<1．5×10～．别尔基的1．000110000≈

2．71815的误差<1．4×10～．

简而言之：用1．0001的幂编出的对数表中，

当z=1．0001“，则

(1)幂指数m—log，．。。。1z是1．0001的对数．

(2)m除以23027一log。．。。。1 10得到常用对数

孬面≈lgz·
(3)m除以i0000得到自然对数的近似值

矗‰一1。gaX≈lnz，因为口一1．000110000≈2．718
是e—lim(1+￡)÷的近似值．

3．三角函数的幸运斜率

例2 (浙江绍兴高考模拟试卷)已知

z∈(o，詈)，y∈(o，詈)，且xtany=2(1一
COS．T)．则

A．y<詈 B．詈<y<号

c．鲁<y<z D．y>x．

解对任意o<口<詈，有sina<a<tana．

因此y<tany一号·2(sin詈)2因此y 一专。2(Sin专)

<吾·2(号)2一

将siny=cosytaDy，sin号一tan詈c。s号
代人得

y>siny—c。sy·i2·2(tan号)2(c。s詈)2

>cosy·要·(号)2(·+cosz)

2号c唧(1+c呲)，

由c。sy>cos-兀g-=厢T'c。sx广、万T，

得c。syc·+c。sz，>譬(·+譬)=雩+丢>·，
y>詈．
答案：C．

例2看起来不涉及导数，其中关键的不等式

sinx<x<tanx却是三角函数导数公式最重要的

基础，此题背后有玄机，绝非钻牛角尖．

什么是正弦和正切?如图2．以角AOB的顶

点0为圆心画单位圆，弧AB的弧长z表示

／AOB．作直角三角形ODB，OAT．则

IDBI=sin／AOB=sinx，

IATI=tan么AOB=tanx．

耖 点 一
T

／》 ＼
A z

D＼ ．1
厂 、●

圈2

直角三角形DAB的直角边长lDB J<斜边

长IABl<弧长AB．也就是sinx<x．也可以看出

tanx IATI>弧长AB=z．更确切的证明是利

用面积不等式；S△∞<S膏形m丑<S△泓丁．

SAcae一号JoA}J DSl=专sinz，

SAcar一导f0A fI ATI一告tanz，

s扇形0AB=÷IOAI×弧长AB=寺z；
_ _

因此丢sinz<丢z<丢tanx
=>sinx<X<tanx． (下转第10页)
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y=sinx的图像交于点Pz，则求线段P。Pz的长”

这道题时，如果将条件转换为图形语言，再将图形

语言转化为新的符号语言，那么立即可以破解：只

要从6cosz2 5tanz(o<z<号)中解出sinx的值

了2，即为所求线段P，P。的长．

J～y

6

芬 、＼．
0 ■ 万 Z
i
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由此不等式得到

smx<1<tanx一—sln—x．上．
x X X COS二C

1im堂≤1≤lim丝=limsmx．{，
x-'。O 工x---O 工 。斗0 山 1

lim业=1=limtanx．
作DB和圆弧AB关于OA的轴对称图形DC，

AC．当么BOC所对弧长BC一2z—o，

用弦长l BCI=2sinx代替弧长的相对误差

—2x——--i2—s—inx÷0，
2z

’

这就是竺坚一1，这就是刘徽割圆的原理．

由此得到，厂(z)=sinx与g(z)一tartx在

z—O的导数／(o)一磐等一1
一limtanx--一ntanO_gf(O)．z一0 X—U

曲线Y=sinx与Y=tanx在(o，O)有公切线

y—z．如图3．

与y—lnx，y----e。不同的是：正弦曲线和正切

曲线并非始终在切线Y=X同一侧，而是在切点

越过切线到了另一侧．

一y2"ca．nx：
，一

D z

＼ 一一／}

毽：∥|

图3

对数曲线Y—lnx在点(1，o)的切线斜率为

1，是选择对数的底a=e的结果．正弦曲线Y=

sinx与正切曲线Y—tanx在(o，o)的切线斜率等

于1，则是用弧度制的结果．正是由于用圆心角在

单位圆周上所对的弧长z来度量角，当z—o时

弦长2sinx与弧长2z趋于相等，比趋于1，才导致

了函数3，=sinx在X一0的导数等于1．

正如当z很接近1时可以用X一1作为Inx

的近似值，例如lnl．0001≈1．0001—1—0．0001．

当X很接近0时也可以用z的弧度数作为sinx

的近似值·例如sinl。一sin 1-ff兀6≈盎≈o·01743·
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