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平面向量加法运算的本质及教学思考①

吕松涛1’2

(1．广州大学数学与信息科学学院510006；2．商丘师范学院数学与统计学院476000)

平面向量的加法是向量的基本运算，也是向

量本质属性最直接的体现．学生对向量加法运算

的理解直接影响着向量理论体系的学习．然而，在

实际教学中，向量的加法并没有受到应有的重视．

据笔者了解，很多老师都是根据物理学中运动的

合成，直接给出向量加法的三角形与平行四边形

法则，然后侧重加法法则的使用，并没有给出向量

加法的本质分析．

向量加法与数的加法有什么本质异同?向量

加法三角形或平行四边形法则蕴含着什么样的数

学思想?在向量理论体系中起着什么样的作用?

很多老师对这些问题似乎不甚明确．鉴于此，本文

对平面向量加法运算的教学进行一些探讨，不当

之处敬请批评指正．

1对教材“向量加法运算”编写内容的思考

现行高中数学教科书对此部分内容的编排很

类似，不妨以人教版高中数学课本为例[1]．在向量

加法运算的引入上，首先给出一个位移合成的例

子．某对象从A点经B点到C点，两次位移AB、

BC的结果与A点直接到C点的位移AC结果相

同．再利用物理学已学过合力的知识，探究当两个

力F，与F。和一个力F的作用效果相同时，力F

在以力F。、F。为邻边的平行四边形的对角线上，

并且大小等于平行四边形对角线的长．
C

图1

然后，从运算的角度将位移、力的合成看作向

量的加法．如图1，已知非零向量a、b，在平面内

任取一点A，作AB一口、BC-----b，则向量AC叫做

a与b的和，记作a+b，即a+b=AB+BC=

AC．给出定义，求两个向量和的运算，叫做向量的

加法．这种求向量和的方法，称为向量加法的三角

形法则．并利用力的合成给出向量加法的平行四

边形法则．如图2所示，以同一点0为起点的两

个已知向量a、b为邻边作口OACB，则以O为起

点的对角线0C就是a与b的和．接下来，教材并

没有给出三角形和平行四边形法则的分析和证

明，而是举例说明三角形和平行四边形法则的使

用方法．

D

C

图2

从物理学中位移和力的合成引入向量的加法

运算，能让学生直观感知向量的加法运算不是直

接将向量的大小相加，而是满足三角形或平行四

边形法则．但是，历史上用平行四边形法则表示物

理量合成的目的是让物理运动问题的描述变得清

楚，在向量产生前并没有出现过将线段相加的思

想[2]．也就是说，向量的加法不是从物理的合成运

动中抽象出来的概念，物理运动问题只是它产生

的一个间接的因素．数学是一门严谨的学科，数学

结论的陈述应该尊重数学的科学性与严谨性．物

理的实验结果仅仅是对设想的验证，并不一定正

确．因此，在教学中就需要给出向量加法运算法则
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的严格论证．

2向量加法运算产生溯源及其本质分析

如果未加分析地由物理模型得出向量加法的

运算法则，学生只会机械地进行向量的加法运算，

而不明白向量加法运算本质和蕴含的数学思想．

要让学生对向量加法有一个清楚的认识，教师首

先要弄清楚向量加法的来龙去脉，从整体上把握

它在向量理论体系中的价值．

2．1 向量加法产生的动因

向量加法运算是伴随着向量概念的出现而产

生的，它源于人们利用代数对几何问题的解析研

究．笛卡尔坐标系的出现改变了数学的面貌，把几

何问题转化为代数化的分析，为人们研究几何问

题提供了有力的方法．但是，坐标法并不能直接描

述几何量之间的关系和性质．早在1686年，莱布

尼兹就提出“韦达和笛卡尔的代数分析是一个基

本的数值分析，不是直接对几何量的分析．尽管借

助坐标可以把几何量用数来表示，将问题转化为

代数运算，但这经常让我们耗费许多时间．坐标法

是把代数用于几何的一个正确的方法，但不是最

好的”[2]．莱布尼茨试图找出一种直接表达几何中

位置、角和运动问题的运算方法．然而，他未能建

立几何量之间的加、减和乘法运算．150年后，莫

比乌斯和格拉斯曼基于莱布尼茨的想法，开始研

究有向线段的加法运算[3]．首先从共线的有向线

段的加法开始，将BA看作与AB相反的量，只要

A、B、C在同一条直线上，都有AB+BC=AC保

持成立．后来验证，A、B、C不在同一条直线上

时，这个式子仍然成立，即现代意义下的向量加法

三角形法则AB+BC=AC．

挪威的测量员韦塞尔出于寻求如何解析地描

绘方向的目的，在找到用有向线段表示复数的几

何意义之后，也是采取同样的方法建立了有向线

段的加法运算规则．他认为方向的变化可由代数

运算产生，也可以由它们的符号表达．在得到反向

的有向线段能被表示后，即BA=一AB，韦塞尔

开始寻找倾斜直线的解析表示方法．1799年，在

他的论文开头部分，用文字描述了有向线段的加

法，也就是向量加法的运算规则：“两条有向线段

被称作相加，如果我们采取下面的方式组合它们．

将第二条有向线段的起点放置在第一条有向线段

的终点，连接第一条有向线段的起点和第二条有

向线段的终点所得到的有向线段，就是这两条有

向线段的和．”[4]

2．2向量加法运算的本质

在代数运算中，加号“+’’只是一个运算的形

式表示，它所代表的规则才是加法运算的本质[5]．

代数运算的规则由运算对象的本质属性决定．例

如，两个只有大小的数量相加只需将这两个数量

的多少进行累计，相加之后这两个数量各自所体

现的大小性质不再保留，而转化为另外一个具有

不同大小的数量．换句话说，相加的结果可看成

在一个数量的基础上多了另一个数量的个数．这

时，被加的数的大小发生了变化，而得到另外一个

具有不同大小的数．比如2+7=9，相当于2多了

7，变成了9．

b
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图3

向量不仅具有数量的大小属性，又具有方向

性的属性．如果两个向量具有相同或相反的方向，

则可以把它们放置在一条直线上，如图3．反方向

的向量可以用大小的负值来表示．也就是说，这两

个向量的方向可视为已经取定．这时两个向量相

加只需考虑它们的大小．在这种情形下，向量的加

法类似于数的加法规则，相加后这两个向量各自

的特点不再保留，相加的结果可看成被加的向量

在大小上发生了变化，而得到一个新的向量．如果

两个向量不是共线向量，尽管向量相加的方法也

是将第二个向量的起点放置在第一个向量的终

点，但不再是简单的大小累计，而是这两个向量的

组合．相加得到一个新的向量后，这两个向量并没

有改变各自体现的大小和方向，如图4所示．这

时，向量加法运算满足三角形法则或平行四边形

法则．这才是向量加法运算的本质．

图4

；『
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3向量加法运算法则的分析与证明

3．1 向量加法三角形法则的内涵

向量加法的运算规则具有丰富的数学内涵，

它体现了向量之间的关系．从几何意义上，它描述

了这两个向量的共线或不共线的位置关系；从向

量理论体系构建的角度，向量加法运算的三角形

规则描述了向量之间重要的线性相关和线性无关

的关系．

如果两个向量相加的方式只是将两个向量的

大小相加，则说明这两个向量是共线的关系．而且

这两个共线向量相加所得的向量仍然是与它们共

线的向量．由此可知，每个向量都可以表示为共线

单位向量的倍数，即任意两个共线向量的其中一

个可由另一个来表示，亦即这两个向量线性相

关[63；如果两个向量采取三角形法则相加，这说明

这两个向量不共线．也就是说，这两个向量首尾放

在一起时它们不在一条直线上．这两个向量互相

之间都不能由另外一个得到，即这两个向量线性

无关．

由向量加法得到的向量之间线性相关和无关

的关系，在向量理论体系中起着重要的作用，它不

仅提供了一种利用代数研究几何的方法，更拓宽

了几何研究的范围．比如，同一平面上的三个向量

线性相关，而不在同一平面的三个向量是线性无

关的关系．进而可按照这种方式将三维空间的性

质的研究扩充到n维空间．

3．2向量加法法则的分析与证明

向量加法三角形法则和平行四边形法则是两

个形式不同的等价法则，这里只对三角形法则作

出分析和论证．

要论证向量加法的三角形法则AB+BC=

AC成立，就要说明向量AB+BC与AC大小相

等、方向相同．这里可从向量与投影向量的关系人

手．如果两个向量不相等，则它们在某一条直线上

的投影向量也不相等．这就是说，如果两个向量在

任一直线上的投影向量相等，那么这两个向量相

等．因此，只需论证向量AB+BC和AC在任一

直线上具有相等的投影向量即可．

如图5所示，在向量AB与BC所在平面内

任取一直线L，AB与BC在L上的投影向量分

别是A7B 7与B 7C7，向量AC在L上的投影向量

为A 7C 7．显然，A 7B7+B 7C7一A 7C7．因此，AB+

BC与向量AC具有相同的大小和方向．也就是

说，可以用起点在A点、终点在C点的向量AC

表示这两个向量的和．特别地，当L取为过AC的

直线时，AB+BC在L上的投影等于AC．亦即，

向量AB和BC相加不是大小直接相加，其本质

是在AC方向上的投影向量之和．

图5

按此方法，容易论证两个以上非共线向量相

加的规则，仍然是将这些向量的首尾相连，他们相

加的和为连接第一个向量的起点与最后一个向量

的终点所得到的向量．

4平面向量加法教学设计的构想

教材只是承载知识的半成品，需要教师在课

堂上再发挥．知识本身也是一种载体，它承载着某

种思想，教师课堂上的任务则是透过书本知识，引

导学生发现隐藏在知识背后的深刻思想[7]．基于

以上分析，笔者从问题驱动的角度，采取启发学生

思维、引导学生积极主动探究的教学方式，对向量

加法运算的教学作出以下设想和思考．

4．1引入概念。明确新知价值

首先从向量运算产生的本原问题出发，根据学

生已有的知识设置启发性问题，在复习向量概念的

同时，让学生明白为什么要学习向量加法运算．

问题1三角形中位线定理是平面几何中的

一个重要定理．你能用上节课学习的向量概念来

描述它吗?

图6

C
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设计意图利用三角形中位线定理引人，首

先有效地复习了前面学习的向量概念、相等向量

与共线向量等知识，为学习新知做好理论基础．

问题2 三角形中位线定理的证明，我们以

往常采取几何综合法和坐标法．既然可以用向量

来描述它，如图6，那么能不能通过其它向量来构

建出DE和BC的关系，也就是说利用向量的运

算来证明这个定理呢?这里是一个设问，告诉学

生这个答案是肯定的，当学习了向量的加法运算

之后，就可以利用向量给出这个定理的证明．

设计意图教科书在章节起始指出：“如果没

有运算，向量只是一个路标．因为有了运算，向量

的力量无限’’[1]．但是，学生已有关于运算的认识，

并不能真正理解这句富有内涵意义的话中的“力

量’’．通过这个设问不仅自然地引入向量的加法，

激发了学生的学习兴趣，也让学生知道利用向量

可以建立一种新的解决几何问题的方法．明确学

习向量加法运算的意义和价值．

4．2形成概念．揭示向量加法的本质

问题3把2个苹果，放人已有3个苹果的

箱子里，箱子里有几个苹果?你能根据这个例子

描述2+3=5中的加法运算规则吗?

设计意图 当学生看到这个问题时，会对老

师提出如此简单的问题充满不解，甚至在课堂上

会出现笑场．但是当让他们描述数的加法运算规

则时，才明白这个小问题蕴含着大道理．求两个数

和的运算叫做数的加法．只有大小属性的数量相

加的规则是数量多少的累计．当把2个苹果加上

3个苹果后，所得结果改变了3或2的特性，使得

他们在原有个数的基础上增加了2或3，而得到

两数的和5．类比两个数相加的定义，两个向量和

的运算叫做向量的加法．同样地，向量要满足一定

的运算规则，进而给出下面的问题．

问题4 向量既有大小又有方向，两个向量

相加遵循什么样的规则呢?

设计意图强调向量的本质属性，提示学生

向量加法的规则受大小和方向两个条件约束．这

个问题引发学生思考，学生首先想到的是从向量

几何表示上直观探讨，将两个有向线段相加．可是

由于有向线段的方向性，却不能像只有大小的线

段那样累加．学生的认知冲突，使得他们明白向量

的加法与数的加法不同，应有属于自己的规则，进

而理解加法运算的本质．

问题5如果两个向量a，b方向相同或相反

时，它们相加的方式是什么样呢?若取AB=a、BC

=6你能给出它们相加的规则吗?请给出数学表达．

问题6 当两个向量不共线时，它们相加的

规则是什么呢?由物理学中的位移的合成我们知

道，某对象从A点经B点到C点，两次位移AB、

BC的结果，与A点直接到C点的位移AC结果

相同．尽管A、B、C不在同一条直线上，这时仍然

有AB+BC=AC，这个式子成立吗?

设计意图 如果直接利用物理运动的合成告

诉给学生向量加法法则，学生只能被动的接受，而

不能真正理解向量加法的规则．这里遵循历史上

向量加法产生的过程，让学生经历数学家发现知

识的思维过程，将学习知识的过程转化为学生对

知识的再创造过程．通过再创造获得的知识与能

力要比以被动方式获得者，理解得更好也更容易

保持‘8|．

在教师的引导下，让学生在不断地观察和比

较中发现共线向量和数的加法法则的相似性，认

识到A、B、C在同一条直线上时，都有AB+BC

=AC．这时，再把物理中的位移合成例子搬出来，

让学生合理的猜想当A、B、C不在同一条直线上

时，向量AB与BC的加法也满足AB+BC=

AC，这在几何上表现为三角形法则．然后论证猜

想，对向量加法的三角形法则给出数学的分析和

证明(详见3．2，不再赘述)，给出向量加法运算的

定义．

4．3分析概念．探讨向量加法运算定律

问题7我们讨论了两个向量相加的规则，

如果在同一个平面内，当多个向量相加时采取什

么方式呢?

设计意图学生已经明白数的相加是个数的

累计，最终成为一个数．并且多个数相加具有结合

律和交换律的特点．这里给出平面内多个向量相

加的问题，可以让学生探讨出向量加法满足的运

算规律．显然当多个向量共线时，其和仍为一个向

量；当多个向量不共线时，因为两个向量可以首尾

相连相加而成一个向量，因此，平面内多个向量相

加最终转化为两个向量相加，如图7．这里引导学

生发现，无论采取什么样的结合方式，其结果都是

一样的，由此推出向量加法满足结合律，即(口+
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6)+c=口+(6+c)．可进一步提出两个向量相加

满足交换律吗?进而得到向量加法的运算律．

图7

4．4应用概念．利用向■加法解决问题

例1利用向量法证明三角形中位线定理．

例2长江两岸之间没有大

桥的地方，常常通过轮渡进行运

输．如图8所示，一艘船从长江南

岸A点出发，以5km／h的速度

向垂直于对岸的方向行驶，同时

江水的速度为向东2km／h．

(1)试用向量表示江水的速

度、船速以及船实际航行的速度；

图8

(2)求船实际航行的速度的大小(保留两个有

效数字)与方向(用与江水速度间的夹角表示，精

确到度)．

设计意图通过对引例中的问题解决，进一

步强化学生对向量加法运算的认识，并能感受到

向量法所带来的直接利用代数运算解决几何问题

的简洁性．例2的设置，让学生体会向量与向量加

法运算在实际生活中的应用价值．

4．5深化概念．揭示向量加法蕴含的数学思想，

为进一步的学习做好铺垫

问题8多个共线向量相加的结果是—个向量

而在同—平面内的不共线向量相加，最终结果转化

为Wi"向量相加，造成这种现象的原因是什么呢?
设计意图数学知识的学习和掌握具有由易

到难、连续性的特点．尽管高中数学没有线性相关

和线性无关的概念，但是应让他们感悟这种思想．

有研究指出，在大学中很多学生认为向量组的线

性相关性是线性代数难点之一[9]．如果在初始学

习向量理论时，不关注这种思想的教学，当学生以

后进入大学后，将很难理解高度抽象的竹维向量

组的线性关系．在教学时可以不给出概念，但可用

通俗的语言将数学思想表达出来．共线向量相加

得到一个结果，其本质是因为共线向量之间可以

互相表示，而不共线的向量任意两个之间都不能

互相表示，所以它们的位置关系不能放置在同一

直线上．基于这些原因的分析，就需要将向量的加

法推广到向量的数乘运算上，这里可以先把结论

告诉给学生，为向量数乘运算的学习埋下伏笔．

5总结

在数学教学中，借助实证结论或生活情境有

利于学生对抽象数学知识的认识和理解．但是，无

论采取什么样的教学方式，都不能偏离了数学的

本质．正如美国数学家赫思所说：“问题并不在于

教学的最好方式是什么，而在于数学到底是什么；

如果不正视数学的本质问题，便解决不了关于教

学的争议”．[10]数学教学不只是简单的知识讲授

或传递．数学教育的目的是通过对数学知识的学

习，让学生获得蕴含在知识背后的数学思想．这就

要求教师首先真正理解数学知识的本质，只有教

师具有充分的数学结构知识，才能做到有效的数

学教学‘11|．
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