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例析研究新函数图像的基本策略

王成刚

(江苏省盐城市初级中学224001)

函数是初中数学的核心内容之一，是高中后

继学习的基础．在初中，学生通过一次函数、反比

例函数和二次函数的学习，能初步形成研究函数

图像与性质的基本方法和基本思路，并积累相应

的基本活动经验和思考策略，为研究一些简单的

新函数奠定了基础．那么，立足初中函数的学习基

础，该如何探究新函数的图像与性质呢?在2017

年11月江苏省初中青年教师优秀课观摩与评比

活动中，笔者有幸开设了题为“以不变应万变——

探究新函数的图像”的数学活动探究课，以下是笔

者的设计思想、教学实施和一些教学思考．

1设计思想

1．1 问题提出

问题1不少老师喜欢在课堂上借助图形计

算器快速画出所给函数的图像，这种做法虽然直

观、快捷，但掩盖了画函数图像需经历的分析与体

验过程．

问题2文[1]提到，设计一个方案，探究函
1

数y—z2+—与的图像与性质．在此设计方案中，
工 1

要求“根据已有经验，取点，列表”(图1)．对此，笔

者站在学生的立场有以下疑惑：①在这复杂问题

背景下，初中学生对取点和列表已有了哪些经验?

这些经验到底是什么?又是如何得到这些经验

的?②问题中所列的表格是怎么来的?学生能理

解取这些点的理由吗?这些有限个点是否具有代

表性?有了这些有限个点，学生该如何连线?所

画出的图像就是该函数的图像吗?回避这些问

题，也掩盖了研究函数图像的本质问题．

图1

问题3在学完“三大函数”后，学生虽已依

次经历由图像特征得图像性质(由形到数)的过

程，知道图像是性质的关键，但因三类函数表达式

的形式单一，学生对取点和列表的经验、连线的方

法以及描述图像的性质，还显得零碎和杂乱．为

高中后续学习，有必要加以归纳和提炼，并思考是

否能用图像性质倒逼图像特征(由数想形)．

1．2案例启示
仁

启示1苏教版教材在画反比例函数y一兰
Z

的图像之前，要求学生回答下列问题：①z、y的值

可以为。吗?这个函数的图像与z轴，y轴有交

点吗?②z、y所取值的符号有什么关系?这个函

数的图像会在哪几个象限?③当z>O时，随着z

的增大(减小)，y怎样变化?当z<o时，随着z

的增大(减小)，y怎样变化?对此，笔者认为教材

的编写意图是引导学生先形成对反比例函数y一
正

兰图像的大致认识，然后再经历“列表，描点，连

*1本文为盐城市教育科学“十三五”规划课题《初中生数学实践与创新能力培养路径的校本研究》的研究成果．课题编号：2016一L

108．
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线”的过程，画出函数的图像．这一过程，正是用描

述函数图像性质的角度来倒逼图像特征的过程，

并为取点和列表提供了依据．

启示2文[2]提到：你准备如何研究y—z3

—322图像与性质?分别从什么角度入手研究

(图2)?高中对函数的图像与性质的研究，通常

是结合函数表达式，①从函数的定义域、值域，确

定函数图像的分布和连续与间断情况；②从函数

的奇偶性，确定函数图像的关于原点、y轴的对称

性；③用求导的方法，确定函数的单调性、极值、最

值、零点等，得到图像的特征，为如何列表和连线

提供了依据．
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这样的分析过程为我们解决问题1和问题2

提供了方法，为解决问题3提供了一般路径．笔者

认为，高中的这种研究方式虽然不能直接搬到初

中，但对初中函数内容的教学有一定的借鉴意义．

可以在不告知学生上述具体名称的前提下，帮助

学生提炼描述函数性质的角度，以便初中学生也

能更全面准确地把握所给陌生函数图像的一些特

征，引导学生科学地思考问题．

1．3解决问题设想

设想1 通过对以上案例的分析，形成2个

想法：①在初中阶段，研究函数性质的关键是图

像，而画图像的难点是图像的特征(长相)，依据学

生已有的经验，采用怎样的方法去倒逼图像的特

征?②我们能否提炼学生已有经验，形成探究新

函数图像的“通性通法”?

设想2确定的本节课的设计思路和教学目

标如下：①在学生已有认知的基础上，通过实例归

纳出研究函数图像与性质的几个常见角度；②运

用所总结的方法继续探究新函数的图像，加深对

上述方法的理解与感悟；③经历对新函数图像的

探究过程，初步掌握探究函数图像特征的一般方

法，形成探究新函数图像的“通性通法”；④通过对

新函数图像的探究，利用图形计算器快速画图的

功能，借助自主探究与互动合作的融合，激发学生

的探究兴趣，发展学生的核心素养．

2教学实施

2．1 提出新问。引入课题

师：前面我们研究了一些函数的图像，下面请

大家思考：

问题 如何在平面直角坐标系中画出函数

y一石耳赫的图像?
(学生沉默)

师：这不是我们熟悉的函数，所以大家感到有

点困难．那么如何画陌生函数的图像呢?为了解

决这个问题，就让我们走进今天的课堂——探究

新函数的图像(板书课题)．

2．2探究体验。方法提炼

师：我们不妨先从几个熟悉的函数人手来

研究．

前置练习 请快速画出下列三个函数的

图像：
C

①y—z+2；②y一÷；③y一(z+2)2+1．

(投影展示部分学生所画图像)

师：结合所画图像，请同学们思考：

问题1 画函数的图像，通常要经历哪几个

步骤?(列表、描点、连线．)

追问1 画这三个图像时，你分别取了几个

点?(2个、6个、5个．)

追问2你为什么能根据有限的这几个点画

出上述函数的图像呢?

生1：因为我们已经知道这几个函数图像的

形状——(师接)即它们的“长相”．

追问3 函数图像的形状与性质归根结底是

由什么决定的?

生2：函数表达式．

问题2 那么，如何根据函数表达式来研究

函数图像的形状与性质呢?

问题2．1 函数②的图像称为双曲线，说明

一～一一一一一一一■蕊蘑弹中曩赫
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图像分为两支，为什么?

生3：因为z≠0．

师：对，因为z有不能取到的值，所以图像就

断开了．这说明函数图像是相连的还是断开的，主

要看——(生接)自变量z的取值情况．

问题2．2 在画函数③的图像时，你从其表

达式中发现到了它的哪些特性?

生3：图像有最低点，函数有最小值．

师：函数的最值也是我们经常关注的重要

特性．

追问 你还发现到了它的哪些特性?

生4：图像不问断．

师：很好!我们看到了图像不间断是因为自

变量z可取任意实数．生4能活学活用．

生5：图像与z轴没有交点，都在z轴上方；

与y轴有交点，坐标是(0，5)．

师：生5关注了函数图像与坐标轴的交点

情况．

生6：当z<一2时，y随z的增大而减小；当

z>一2时，y随z的增大而增大．图像关于直线z

一一2对称．

师：生6关注了函数图像的增减情况和对称

情况．

问题2．3 受其启发，我们通常可从哪些角

度来分析函数图像的性质呢?

生：图像的连续与间断情况、与坐标轴的交点

情况、最值情况、增减性情况、图像的分布情况、对

称情况，等等．

(在师生对话中，逐步完成下列板书(如图

3))[3|．

1一一一一一一一一一一一一一一一一一．
研究函数的方法 描述函数性质的角度l

1．表达式b的取值范围)一1．连续与间断情况l 2．与坐标轴的交点

2．图像(列、描、连 3．分布情况(象限)

： l 4．最值情况

3．由图像得性质 5．增减情况

6．对称情况
【————————————————————————————————J

图3

师：函数的图像与其性质是密切相关的．反

过来，把握函数的一些性质也可以帮助我们较为

准确地发现图像的特征，从而画出它的示意图．

设计说明 立足学生已有经验，结合两个子

问题，在老师的追问下，穿梭“数”“形”之间，分析、

比较、整合描述函数性质的共同点和不同点，不经

意中共同完成描述函数性质的几个角度，符合学

生认知规律，为下面教学的展开作好铺垫．

2．3简单应用，感悟内化

问题3 回到开始的问题，该如何画函数y一
￡石耳桶的图像呢?
师：我们不妨按照刚才总结的几个角度，先来

分析该函数图像的一些性质．

问题3．1 该函数图像的连续与间断情况

如何?

生：因为z为一切实数，所以图像是连续的．

(在直角平面坐标系中表示如图4对应部分，

下同．)

图4

问题3．2该函数图像与坐标轴的交点情况

如何?

生：因为当z—o时，y一詈，所以过(o，詈)；

又因为y≠o时，所以它与z轴没有交点．

问题3．3该函数图像的分布情况如何?

生：因为(z+2)2+1>O，所以y一

石耳考严再>o，所以图像在z轴上方·
师：既然图像与z轴没有交点，又在z轴上

方，你有什么想法?

生：无限逼近z轴，与反比例函数图像类似．

问题3．4该函数的最值情况如何?

见学生有困难，老师作了如下提示：用手依次
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遮挡y一石耳赫的分子6、分母(z+2)2+1，
引导学生回归到两个熟悉的函数y一兰与y一

(z+2)2+1来思考问题，渗透复合函数的思想．

师：结合这两个函数的图像，你觉得y一

石了桶的最值情况如何?
生：因为当z一一2时，y一(z+2)2+1有最

小值为1，所以当z一一2时，y一石再捅有最
大值为6．

师：看来，新旧函数之间是相互作用和影响的．

问题3．5该函数的增减情况如何?

生：当z<一2时，y随z的增大而增大；当z

>一2时，y随z的增大而减小．

师：很好，根据你的经验，你会连线了吗?伸

出你的手，画画看．

(老师背对学生，与学生一起作手势演示．)

问题3．6该函数的对称情况如何?

生：因为函数y一(z+2)2+1的图像关于直

线z一一2对称，所以函数y一石了桶的图像
也应该关于直线z一一2对称．

师：函数的对称问题相对复杂，我们也可以在

得到图像后，加以发现．

问题3．7 在上述性质讨论的基础上，你会

列表了吗?

生：类似于二次函数在z一一2处左右对称取

值．

问题3．8 现在，你能试着画出函数y一

石了桶的图像吗?
师：你画的图像示意图正确吗?请你用图形

计算器验证(图5)．

；。
6

』氅
一2： D 王

图5

问题3．9 你能在图像中找到函数y一兰、
工

y一(z+2)2+1的影子吗?请你在图像(图5)中

指出来．

(学生对照图像，指画类似反比函数、二次函

数图像的特征，进一步体会复合函数的思想．)

师：通过这个例题的分析，你有什么收获?

在师生对话中，依次完成课堂活动单，给出投

影如下(图6)

设计说明 依据描述函数性质几个角度的顺

序，形成探究新函数图像特征的一般路径(通性通

法)；在函数的最大(小)值和增减性等困难处，借
C

助y一兰、y一(z+2)2+1的图像，在师生、生生
正

互动中，突破难点，提升学力；利用活动单，显性化

思维过程，既可以倒逼图像的分布，又可以帮助学

生理解取点和列表的理由；经历手指的指画过程，

感受图像的走势，打通由“点”到“线”通道，再次倒

逼图像的特征，丰富“由数想形”的经验．

图6

2．4知识升华。灵活运用

请写出一个你想要探究的函数表达式．

(1)你能结合表达式猜想一、二个图像的特

征吗?

(2)你能说出这些特征的合理性吗?

(3)请你用图形计算器画出这个函数的图像，

并验证你的猜想；

(4)观察图像，你认为它还有那些性质?

设计说明 此处设计一个开放性问题，给学

生一个时空，让学生从不同的视角，感受“由数想

形”的合理性和必要性，结合多个问题探究方法的

整合，进一步感受问题解决的顺序性、层次性，体

会问题解决的一般路径(通性通法)，彰显课堂的
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生成性和课堂的张力．

2．5课堂总结。课后探究

师：今天这节课，我们探究了画陌生函数图像

的一般方法，在理性分析的基础上给出了一种通

法(补全课题：以不变应万变——探究新函数的图

像)，相信大家都有所感悟．希望同学们在今后的

学习中，能用智慧的眼光去探寻解决问题的方法，

培养自己理性思维的习惯．

探究作业请你选择一个函数，对它的图像

进行合理分析，在此基础上画出该函数图像的示

意图，然后用图形计算器加以验证，并尽可能多地

写出它的性质，最后完成探究报告．

探究报告

姓 名 探究方式 自主探索口 小组合作口

探究函数——的图像 ①y一笔丰芋口 ②y一等笋口
探究主题

与性质
③了一z+去 口 ④其他函数 口

1．依据函数表达式对函数图像的特征作分析；

2．画出函数图像的示意图；
探究要求

3．借助图形计算器验证你的结论；

4．根据函数的图像写出函数的性质．

探究过程

函数性质

设计说明本节课教学内容虽源于学生已有

经验，但远高于课标要求，问题的解决需要学生把

握对所学知识内涵的深度理解，既是对学生学习

能力的一个挑战，更是一个学习经验积累的过程，

需要老师为学生创设一个问题情境，引领学生自

主或合作探究，实现深度学习．

3教学思考

3．1教师站得高才能引领学生看得远

教师是学生学习的引路人，教师站的高度决

定了学生视野．本节课上，如果单纯地立足于初

中所学的函数基本方法和基本思路，学生探究会

没有方向，探究起来也有困难，学生的收获可能也

没有这样的处理方式来得丰满．所以，我们除了要

钻研所教学段的教材外，还要对后续学习内容有

一定的了解，并在不增加学生学习负担的前提下，

经历师生对话，提炼已有经验与方法，并能用新经

验、新方法解决新问题，这样的教学，既可让学生

固化原有的知识和经验，又能让学生知晓新的经

验和方法是从“哪里来”，又能到“哪里去”，并且还

能知道“怎样去”的一般路径．

3．2数学教学离不开问题的驱动

数学教学的本质应是不断地以提出问题并解

决问题的方式来获取新的经验．本节课上，笔者从

问题出发引入课题，并在解决了开始提出的问题

后结束教学，前呼后应，浑然一体．为了解决该问

题，其间又设计3个子问题，在每个子问题中又设

计了一些问题串或进行了一些追问，正是基于符

合学生认知规律的问题情境，启发和引导学生通

过独立思考、动手实践、合作交流等多样化学习方

式，课上学生的思维被充分调动起来，学生的智慧

潜能被激发出来．通过实践，笔者认为基于问题驱

动的探究活动易于提炼已有经验、易于提高学生

认知、易于提高学生分析问题的能力、易于发挥学

生主体作用等优点，值得提倡[4]．(下转第61页)
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对比，不应该仅仅是不同数学现象问的对比，教师

还要注意引导学生关注同一数学现象在变化过程

中的不变因素和可变因素．譬如对于数列z”+

z”一1y+z”一2y2+⋯+zy“一1+y”(z∈R，y∈R)求

和，学生往往从其结构应用等比数列的求和公式

∥f1一f罟n得—∑—』型，但这个答案存在的问题非常
1一上

Z

多．求和是这个问题的要求，但这个数列是否是等

比数列，需要考虑数列是否符合等比数列的概念，

即要对z、y是否为。讨论．在z、了均不为。的情

况下，显然适用等比数列的求和，但公比上与1的
Z

讨论，涉及到等比数列求和公式不同的适用情况．

即使在公比上≠1的条件下，这个数列求和中的

项数是咒还是，z+1需要认定，认为项数为竹的同

学，只是看到题目中幂的指数最大值是咒，而没有

进一步思考，而明确项数既是等比数列求和公式

应用的关键，也是学生的易错点．在学生对问题探

究的过程中，分析可变因素和不变因素的辩证关

系是非常重要的，明晰可变因素的变化对问题解

决的影响，强化对可变因素的分析和讨论，培养了

学生分类处理问题的能力，有助于提高学生思考

问题全面性的能力．

课堂教学中的差错是不可避免的，相较于正

确的单一，差错则更加丰富多彩，教师能否从差错

中悟出道理，它既是对于学生教学主体地位的体

现，也是对自身教育智慧的度量．著名特级教师华

应龙指出，“差错的价值并不止于差错本身，而在

于师生从中获得新的启迪．”[41启迪何来?启迪

来自于思考，在问题解决的过程中启发学生的哲

学思考，将知识联系起来，从而弄清事物的含义，

这既改变了教师的教学，也丰富学生的数学情感

体验．
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3．3“思维可视化”是破解难点的有效方法

华东师范大学刘濯源教授指出：“思维可视

化”是指运用一系列图示技术把本来不可视的思

维(包括：思考方法和思考路径)呈现出来，使其有

清晰可见的过程．本节课中采用在坐标系中画阴

影的方法来分析图像的分布，又在给出图像的最

高点和对称轴后，破解“如何取点”、“如何列表”这

一难题；采用“伸出你的手，画画看”和教者的形体

示意，再用图形计算器加以验证，帮助学生理解

“这样连线”的理由，破解“如何连线”这一难题；对

照二个函数图像，结合函数表达式的特征，破解函

数的最大值和增减性这一难题，这样的“可视化”

教学过程，既可提升学生的学习能力，又能有效提

升教学效能．

3．4注重通性通法才是好的数学教学

章建跃博士认为：“通性”就是概念所反映的

数学基本性质，“通法”就是概念所蕴含的思想方

法[5]．本节课中，结合三大函数的图像，分析三类

图像特征形成的原因，理解三大函数之间的区别

和联系，提炼描述一般函数性质的角度，再用这些

角度步骤化、层次化、可视化去推测新函数图像的

特征，倒逼图像的长相，形成探究函数特征的“通

性通法”，这样的教学有助于学生把握研究问题的

规律，探求数学的本质，提炼数学思想，提升能力

水平，落实数学课程的育人功能，使学生真正从

“长期利益”中得到好处．
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