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切线放缩法在不等式问题中的应用例析

安徽省太湖中学 王 芳 李昭平 (邮编：246400)

将一条曲线近似用某点的切线来代替，常常

称为切线放缩法，充分体现了“以直代曲”的数学

思想．在某些不等式问题中，若能活用以下切线

不等式e。≥z+1、e。≥眈、lnz≤z一1、lnz≤
1

二z等进行放缩(如图所示)，往往能快速实现解
e

题目标．下面结合典型试题予以介绍，供参考Ⅱ1．

o

l利用e。≥z+1放缩

直线j，一z+1是曲线y—e2在(0，1)处的切

线，且在曲线v—e2的下方，所以有e。≥z+1，

当且仅当z—O时等号成立．

例1 已知函数厂(z)一ze缸一1nz一1．证

明：对任意实数z>O，都有厂(z)>2z恒成立．

思路变形ze缸一eh抖缸，利用e。≥z+1切

线放缩eh计缸≥lnz+‰+1，往证厂(z)≥2z．

解析因为e。≥z+1，所以eh+缸≥1nz+

3z+1．

于是，(z)一e“2+缸一1nz一1≥lnz+娩+

1一lnz一1一船，当且仅当lnz+融一O时等号

成立．

因为z>O，所以3z>2z．故对任意实数

z>O，都有厂(z)>孙恒成立．

说明本题是将不等式e2≥z+1(z∈R)中

的z换为lnz+缸．若换z为厂(z)，则可以一般化

为e，h’≥厂(z)+1，扩大了应用范围．

例2已知不等式e一2≥z+2口一3对任意

z∈R恒成立，则实数口的最大值是——．
思路 将e一2≥z+2口一3变形为e一2≥

(z一2)+1+2口一2处理．

解析 e”2≥z+2口一3就是e一2≥(z一

2)+1+2盘一2，即2口一1≤e2～一(z一2)．

由e2≥z+1得，e一2≥(z一2)+1，e一2一

(z一2)≥1，当且仅当z=2时，e一2一(z一2)取

得最小值1．因此2口一1≤1，口≤1．故实数n的

最大值是1．

说明由e。≥z+1，得e。一z≥1，即当z—

o时，(e。一z)。i。一1．则I e一2一(z一2)I 一1．

2利用e。≥ez放缩

一个角度：直线y一凹是曲线y—e。在

(1，e)处的切线，且在曲线y—e2的下方，所以有

e2≥眦，当且仅当z一1时等号成立，另一个角

度：因为e2≥z+1，所以e一1≥z，即e。≥眦。当

且仅当z一1时等号成立．

例3若函数厂(z)一zln优一3e。有零点，则

实数m的取值范围是——．
思路将zlnm一3e。一0“一分为二”成

lnm一堕，研究直线y—lnm与函数兰的图象
Z Z

有交点即可．

解析因为厂(z)一一zlnm一3e。有零点，所

以方程zlnm一3r有实数根．
0凸。

显然z一0不是其根，因此lnm一兰．因为
Z

e。≥∞，当z>O时，lnm一兰≥3e，得优≥
Z

0△o

e轴．当z<O时，lnm一兰<0，得0<仇<1．
Z

故实数m的取值范围是(o，1)U I e曲，+∞)．
pz

说明本题将e2≥凹变形为二≥e(z>0)
Z

凸Z

和二<0(z<0)处理问题嘲．
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3 利用1nz≤z一1放缩

直线y=z一1是曲线y=1nz在(1，0)处的

切线，且在曲线v—lnz的上方，所以有lnz≤

z一1，当且仅当z一1时等号成立．

例4设口∈R，函数厂(z)一lnz一船．

(I)试讨论函数厂(z)在定义域上的单调性；

(Ⅱ)证明：对任意z>0，e。一e21nz>O恒

成立．

思路对(I)，求导后分类讨论参数口即可；

对(Ⅱ)，用1nz≤z一1切线放缩e2一e2 lnz≥

e。一e2(z一1)，再证e。一e2(z一1)≥0．

解析(I)当口≤0时，厂(z)在(0，+∞)内
1

单增；当口>0时，厂(z)在(0，二)内单增，在
口

1

(二，+。。)内单减．过程略去．
口

(Ⅱ)因为lnz≤z一1(z>0)，所以

一e2 lnz≥一e2(z一1)，当且仅当z一1时

等号成立．

于是e2一e2 1nz≥e2一e2(z一1)，当且仅当

z一1时等号成立．

令g(z)一e2一e2(z一1)，z>0，贝0

g7(z)一e。一e2．当z>2时，g7(z)>O；

当O<z<2时，g7(z)<0．因此g(z)≥

g(2)一O，且e。一e2lnz≥e。一e2(z一1)≥0中，

两个等号不能同时成立．

故对任意z>0，e。一e2 lnz>O恒成立．

说明本题先利用lnz≤z一1切线放缩，再

构造新函数处理口，．
1

4 利用1nz≤二z放缩
e

1

直线y一÷z是曲线y一1nz在(e，1)处的切
C

1

线，且在曲线的上方，所以有1nz≤二z，当且仅
e

当z—e时等号成立，

例5设￡∈R，函数厂(z)一zlnz一红2一z．

若函数厂(z)在定义域内单减，则f的取值范围是一

思路由厂7(z)≤0构建不等式，利用lnz≤

三z放缩．
e

解析由／。(z)一1+1nz一2兢一1一lnz一

2红≤o得，lnz≤2恕，即2f≥坐．

因为1nz≤三z，所以坚三≤三，当且仅当

z—e时等号成立，因此坐的最大值是三．

于是2￡≥丢，￡≥去故￡的取值范围是e 么e

陡扣)．
说明若换z为厂(z)，则lnz≤三z可以一

般化为ln厂(z)≤丢厂(z)，扩大了应用范围口1．

5利用lnz≤三z和ez≥∞放缩

例6设盘、6∈R，函数厂(z)一口e。lnz+

掣．曲线y一厂(z)在点(1，2)处的切线平行于
直线∞一y+3—0．

(工)求实数口、6的值；(Ⅱ)证明：厂(z)>

1(z>0)．

思路对(工)，构建方程组厂(1)一2且厂’(1)一

e处理；对(Ⅱ)，利用lnz≤三z进行放缩．

解析(I)口一1，6—2．过程略去．

(Ⅱ)厂(z)>1(z>0)就是e2 lnz+∑>o．z l

1(z>O)．

因为lnz≤三z(z>o)，所以ln三≤土(z>

o)，即lnz≥一土(z>o)．

于是ez lnz≥一旦一一!，ez lnz+呈￡二≥于是e。lnz≥一二一一二一，e2 lnz+∑≥
一!+笙一!一三
又因为ez≥缸，所以当z>0时，兰≥1，即

夕p2—1 1

e2 lnz+生≥1，当且仅当z一二且z一1时
取等号，所以ez 1nz+型≥1中的等号不可
能成立．

故厂(z)>1(z>0)．
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说明本题切线放缩不等式lnz≤二z和
e

e2≥啊联用，注意等号成立的条件．

6 利用e。≥z+1和lnz≤z一1放缩

例7设m∈R，函数厂(z)一e红一ln(2z—m)．

(I)设z=O是厂(z)的极值点，求实数m的

值，并讨论厂(z)的单调性；

(Ⅱ)当m≥一2时，证明：厂(z)>0．

思路对(工)，利用厂7(0)一0构建方程即可；

对(Ⅱ)，联用矿≥z+1和1nz≤z一1进行切线

放缩．
1

解析(工)m一一1，厂(z)在(一去，o)内单
厶

减，在(0，+。。)内单增．过程略去．

(Ⅱ)因为e缸≥2z+1(当且仅当z=O时等

号成立)，一ln(锰一优)≥一(孜一77z)+1(当且

仅当缸一m=1时等号成立)．

所以e缸一ln(如一优)≥2z+1一(红一优)+

1=2+m，当且仅当z一0且2z—m=1时等号成

立，即当且仅当仇一一1时等号成立．

因为优≥一2，当m≠～1时，e缸一1n(趾一

m)>2+m≥0(2z—m>0)；当m一～1时，

e缸一1n(红+1)一2+m一1>O(2z+1>o)．

故当m≥一2时，有厂(z)>0恒成立．

说明由1nz≤z一1得，ln^(z)≤^(z)一1，

即一ln五(z)≥一^(z)+1．由e。≥z+1，得esh’≥

g(z)+1．两个不等式相加，得esh’一1n^(z)≥

g(z)一矗(z)+2(^(z)>O)，当且仅当g(z)一O

和^(z)一1同时成立时，取等号．

例8(2020年山东高考题)已知函数厂(z)一

口e。～一lnz+lnn(口>0)．

(工)当口=e时，求曲线_y一厂(z)在点

(1，厂(1))处的切线与两坐标轴围成的三角形的面

积；

(Ⅱ)若厂(z)≥1，求口的取值范围．

思路对(工)，利用厂7(1)写切线方程。求切线

在坐标轴上的截距即可；对(Ⅱ)，联合利用e。≥

z+1和lnz≤z一1进行切线放缩．

解析(工)曲线y=厂(z)在点(1，厂(1))处的

切线与两坐标轴围成的三角形的面积为÷．
过程略去．

(Ⅱ)因为e”1≥z，所以ae”1≥纰(当且仅

当z=1时等号成立)．

又因为lnz≤z一1，所以一lnz≥1一z(当

且仅当z一1时等号成立)，

因此口e。_。一lnz≥姗+1一z，口e。～一lnz+

1n口≥船+1一z+ln口，当且仅当z=1时等号成

立．

于是厂(z)≥1兮船+l—z+ln口≥1兮(口一

1)z+ln以≥0．

所以{五妄’0'解得纠．故日的取值范
围是11，+∞)．

上述8道例题，很好地体现了切线放缩法在

整式函数、分式函数、指数函数、对数函数以及它

们的复合型函数不等式问题中的应用．解题的关

键是根据不等式的结构特点，灵活运用合适的切

线不等式进行放缩，有时候需要多种切线不等式

的放缩融为一体，共同发挥作用．
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