
研究中考命题  实施精准复习
———由一道试题的分析反思中考数学复习教学

潘丽莎  李瑞东  （江苏省徐州市开发区中学  ２２１０００）

  每年的中考试卷中都会出现一些创新的优秀

题目 ，尤其最后两道承载着选拔功能 ，试题的命制必

须具有一定的综合性与区分度 ．深入研究这些中考

题 ，对提高教师的解题能力 、对教材的理解能力等都

有重要的作用 ，尤其对初三教师的中考复习起到指

导作用 ．下面通过对一道中考压轴题的研究 ，来谈谈

如何透过中考题指导复习教学 ．

1  试题呈现

 图 １

试题  （２０１９ · 徐

州）如图 １ ，平面直角坐

标系中 ，O为原点 ，点 A ，

B分别在 y 轴 、x 轴的正
半轴上 ．△ A OB 的两条
外角平分线交于点 P ，P

在反比例函数 y ＝ ９

x 的图象上 ，PA的延长线交 x轴

于点 C ，PB的延长线交 y轴于点 D ，连结 CD ．

（１）求 ∠ P的度数及点 P的坐标 ．

（２）求 △ OCD的面积 ．

（３） △ A OB的面积是否存在最大值 ？ 若存在 ，

求出最大面积 ；若不存在 ，请说明理由 ．

2  试题剖析
·第（１）问解析

P（３ ，３） ．解略 ．

 图 ２

  评析  对于第 （１）

问 ，根据角平分线的定

义和直角三角形两个内

角互余 ，得到了 ∠ PAB
和 ∠ PBA 之和为定值 ，

从而化动为静 ，对题目

进行求解 ，得到了 ∠ P的度数为 ４５° ．紧接着利用角

平分线的性质以及反比例函数的性质 ，确定 PF ＝

PE（图 ２） ，由变量得到不变量 ，在看似不断变化的

角中隐藏着不变的到角两边的相等距离 ，进而得到

了点 P的坐标为（３ ，３） ．

此问考查了学生对三角形内角和 、外角 、角平分

线的定义及其性质等知识的掌握情况 ，能基本反映

学生对于所学知识的综合应用能力 ．

·第（２）问解析

S △ OCD ＝ ９ ．解略 ．

 图 ３

评析  第（２）问主

要考查了三角形的相

似 ．看似求 Rt △ OCD 面
积 ，但两条直角边是在

不断变化的 ，直接求解

无从下手 ，所以学生会

考虑通过转化 ，借助其他条件进行解题 ．通过对第

应用的能力 ．问题设计体现了新课程标准的基本理

念 ，融数学建模和数学探究于其中 ，在不同版本的教

材中 ，我们都可以发现问题的原型 ，源于课本又不拘

泥于课本 ．

可以预见 ，应用问题的考查在今后会越来越被

重视 ．该试题的出现也提醒我们一线教师 ，应用问题

考查的方式可以多样化 ．另外 ，试题在建立模型之后

的方案选择上 ，也体现了适当的开放性 ．试题也折射

出数学阅读和表达的重要性 ．阅读理解是基于思维

的认识活动 ，直接影响着人们发现问题和解决问题

的能力 ，它既是获取知识的一种能力 ，也是影响思维

和认识的一种重要能力 ．问题设计对表达能力有明

显的要求 ，立足于全面考核学科素养 ，而这恰恰是我

们在平常教学中所容易忽视的 ．可以预见 ，数学阅读

和数学写作等隐性课程要素将在今后的课堂教学实

践中得到越来越多的体现 ．

高考是大事 ，关注 ２０２０年高考题中的亮点和变

化 ，无疑会给我们的教和学带来更多的启迪 ．
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（１）问的研究 ，得到 PF ＝ PE ，很容易就联想到角平

分线的逆定理 ．此时 ，学生不难发现 ，点 P 必在
∠ A OB的平分线上 ，从而很自然地考虑添加辅助

线 ，连结 OP（图 ３） ．进一步研究后 ，得到一组相似三

角形（ △ OCP ∽ △ OPD） ，然后利用三角形相似的性

质求出边边关系 ，就可以得出结果 ．笔者认为这是中

等生可以独立解决的 ．

此问极具代表性和典型性 ，在问题层层推进后 ，

学生的数学思维方法得到了提升和迁移 ，真正考查

了学生对图形变换 、化动为静方法的掌握程度 ．

·第（３）问解析

 图 ４

方法 １  如图 ４ ，将

△ PEB绕点 P顺时针旋
转 ９０° ，得到 △ PFM ．

在 △ PAB和 △ PAM
中 ，PB ＝ PM ，∠ BPA ＝

∠ MPA ＝ ４５° ，PA ＝ PA ，

所以 △ PAB ≌ △ PAM （SAS） ．

从而 S △ PA B ＝ S △ PAM ＝ S △ PA F ＋ S △ PBE ，△ PAB的
高 PG ＝ PF ＝ ３ ．

在正方形 PFOE中 ，S △ OAB ＝ S正方形 PFOE － ２S △ PAB ＝

９ － AB · PG ＝ ９ － ３AB ．

因此当 AB有最小值时 ，S △ OA B 有最大值 ．

 图 ５

如图５ ，作 △ PAB的外
接圆 ⊙ N ，连结 NP ，NA ，

NB ，则 NP ＝ NA ＝ NB ．

因为 ∠ A PB ＝ ４５° ，

所以 ∠ A NB ＝ ９０° ．

取 AB 的中点 Q ，连

结 NQ ，OQ ，易知 P ，N ，

Q ，O四点共线时 ，PN ＋ NQ ＋ QO最短 ．

设 AB ＝ x ，则 PN ＝
２

２
x ，NQ ＝

１

２
x ，OQ ＝

１

２
x ．故 PN ＋ NQ ＋ QO ＝

２

２
x ＋

１

２
x ＋

１

２
x有最小

值３ ２ ，此时 x ＝ ６ ２ － ６ ，即 A B有最小值６ ２ － ６ ．从

而 S △ OA B 的最大值为 ９ － ３AB ＝ ９ － ３ × （６ ２ － ６） ＝

２７ － １８ ２ ．

方法 ２  设 OC ＝ a ，OD ＝ b（a ，b均为正数） ，易

证 △ AOC ∽ △ PEC ，可得
AO
PE ＝

CO
CE ，解得 AO ＝

３a
３ ＋ a ．

同理可得 BO ＝
３b

３ ＋ b ．

从而 S △ OAB ＝
１

２
OA ·OB ＝

１

２
·

９ab
９ ＋ ３（a ＋ b） ＋ ab ．

因为 a ＞ ０ ，b ＞ ０ ，所以 a ＋ b ≥ ２ ab （当且仅
当 a ＝ b时 ，等号成立） ．

又因为 ab ＝ １８ ，所以 a ＋ b ≥ ２ １８ ＝ ６ ２ ，

故 S △ OA B ≤
１

２
×

９ × １８

９ ＋ ３ × ６ ２ ＋ １８
＝ ２７ － １８ ２ ．

 图 ６

方法 ３  如图 ６ ，设

OA ＝ m ，OB ＝ n ，则 AB ＝

A F ＋ BE ＝ （３ － m） ＋

（３ － n） ＝ ６ － （m ＋ n） ．

在直角三角形 A OB
中 ，由勾股定理得 AB２

＝

OA ２

＋ OB２
，故[６ － （m ＋

n）]２ ＝ m２

＋ n２ ，整理得 ３６ － １２（m ＋ n） ＋ ２mn ＝ ０ ，

即 m ＋ n ＝
mn ＋ １８

６
① ．

因为 m ＞ ０ ，n ＞ ０ ，所以 m ＋ n ≥ ２ mn （当且
仅当 m ＝ n时 ，等号成立） ② ．

由 ① ② 得
mn ＋ １８

６
≥ ２ mn ，即 （ mn ）２ －

１２ mn ＋ １８ ＞ ０ ．

解该不等式得 mn ≤ ６ － ３ ２ 或 mn ≥ ６ ＋

３ ２ ，又 ０ ＜ m ＜ ３ ，０ ＜ n ＜ ３ ，从而 ０ ＜ mn ＜ ９ ．

故 mn ≤ ６ － ３ ２ ，即 mn ≤ （６ － ３ ２ ）
２
．

从而 S △ OA B ＝
１

２
OA · OB ＝

１

２
mn ≤ （６ － ３ ２ ）

２

＝

２７ － １８ ２ ．

故 S △ OA B 的最大值为 ２７ － １８ ２ ．

评析  通过对于第（１）问的证明 ，不难发现第

（３）问是典型的角含半角模型 ，解题通法就是旋转或

者翻折其中一个三角形（ △ PA F或 △ PBE） ，构造一

组全等三角形（ △ PAB和 △ PAM） ，将求 S △ OAB 的最

大值转化为求 S △ PA B 的最小值 ，进而转化为求 A B的
最小值 ．容易得到 P ，N ，Q ，O四点共线时即为所求 ．

而在求 AB的最小值时 ，因定角（ ∠ P ＝ ４５°）引入了

圆 ，由于 AB在不断改变 ，从而引起圆的“伸缩”及其

圆心位置的变化 ，不仅考查了学生的分析能力和解

题能力 ，更考查了学生的宏观把握能力及其在审题

时所站的高度 ．

3  透过问题看复习
本题将几何模型隐藏于平面直角坐标系下的双

曲线当中 ，巧妙地融合了正方形 、角平分线性质与三

角形的相似等考点 ，对固有考点进行了创新 ．试题以

新的面貌呈现在学生面前 ，给学生创设了独立思考

的平台 ，也充分体现了“淡化特殊技巧 ，注重通性通
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法”的原则 ．深入研讨本题 ，可让教师更加清晰地看

到试题命制的意图 ，引发对中考复习的思考 ．

（１）复习从教材出发 ，于经典中创新

如果将问题的图形进行拆分 ，不难发现本题的

创新来源于教材 ：第（１）问源自苏科版七下教材第

４２页第 ２０题 ；第（２）问的“共边相似形”的证明亦是

基本思路 ；第（３）问的“角含半角”模型充分运用图

形的运动变换 、“由未知想需知”的思考方法进行分

析 ，这正是教材在几何学习过程中要着力培养的学

生思维能力和几何直观素养 ．本题以问题串的形式

围绕核心问题进行设问 ，逐层推进 ，环环相扣 ，在学

生对核心问题步步深入的探究过程中 ，能够时时回

扣教材例题的做法 ，体会例题的价值 ，从而帮助学生

巩固其对于基础知识 、基本技能 、基本思想方法 、基

本活动经验的掌握 ．

因此 ，在中考复习的第一轮与第二轮过程中 ，教

师要仔细研究教材中的例习题 ，从初中整个知识体

系的高度重新审视 ；在教学中进行前后联系 、多角度

变式 、融合与创新 ；在分析问题时考虑条件的分解与

重组 ，从结构中找到基本规律 、基本方法 ；而不提倡

让学生记忆大量的技巧 、公式 ．教师还要对通性通法

进行落实 ，熟悉各模块知识方法 ，帮助学生快速识别

模型 ，准确运算 ，规范书写 ．

（２）复习从学生出发 ，于普适中发展

本题问题设计梯度明显 ，第（１）问属于基础题 ，

第（２）问属于中档题 ，（２）（３）两问解决方法充满多

样性 ，有部分学生利用高中所学的不等式的性质或

者构造函数 y ＝ x ＋
１

x 等其他不同方法进行求解 ．这

遵循了“不同的人在数学上得到不同的发展”的基本

理念 ，使本题具有较高的区分度和良好的效度 ，对于

今后的中考压轴题命制具有重要的指导性作用 ．

初三复习工作是对所有学生的查漏补缺 ，是学

困生的重新学习 ，是学优生在知识方法上的归纳提

升 ．基于综合题的问题呈现的梯度 ，教师在中考复习

时要根据学生的差异进行分层教学 ，例题的问题应

设计符合低台阶 、小步子 、难度逐层提高的节奏 ，以

适合每一位学生的不同发展需要 ．教师还要注意挖

掘非常典型的 、能很好地发挥思想方法优势的例题 ，

设计问题串引导学生探索 ，以基本题型作为导火索 ，

不断变式深化 ，在方法和模型生成中 ，让学生进行深

度思维和创新性发展 ．最后 ，教师应以培养学生的数

学核心素养为目的 ，在问题解决后 ，对思考方法 、路

径进行反思和总结以提高解决问题的能力 ．

（３）复习从导向出发 ，于专题中归纳

从近几年徐州市中考的题型结构来看 ，其已改

变了以往的传统认知 ，让一线教师转变最后一道一

定是关于二次函数的综合题的思维定势 ．依照这种

命题导向 ，教师在复习中不能思维固化 ．另外 ，本题

更提醒我们在整个初三的复习阶段 ，需将中考试卷

中常见的题型进行分类归纳 ，将分散的知识点整合

起来进行微专题形式的串联探究 ，分析题目与知识 、

方法之间的关系以及解题通法 ．

比如 “角含半角模型” 这个微专题 ，综合性较

高 ，其包含了旋转 、相似 、代数计算等知识 ，可以全面

考查学生的观察 、探究 、转化能力 ，突出考查学生的

数学思维品质 ．借助这些专题的研究可以综合运用

所学知识 ，在问题剖析过程中提高学生发现问题 、分

析问题和解决问题的能力 ，真正做到提高学生“观

察 — 猜想 — 尝试 — 验证 — 推理”的数学思维能力 ．

这样 ，就能在整体把握《数学课程标准（２０１１版）》基

础上 ，对初三的专题复习课做到有的放矢 ，统筹

兼顾 ．

（４）复习从数据出发 ，于反思中转变

经过阅卷系统的大数据统计 ，此题得分率是 ０ ．

２ ，其中第 （１）问的得分较高 ，３５％ 的学生得满分 ，

５５％ 的学生得分 ，第 （２）问只有 ５％ 的学生得分 ，第

（３）问仅有 １％ 的学生得分 ．通过抽样调查发现 ，学生

对于（２） 、（３）两问不能灵活地由已知向未知 、由复杂

向简单转化 ，难以挖掘隐藏在题目中的条件和问题

之间存在的内在联系 ．还有很多学生犯了经验主义

错误 ，拿到题目就当成函数题进行求解 ，结果一无所

获 ．而对于最后一问 ，大多数学生在考试结束后表示

“似曾相识 ，但无从下手” ．

因此 ，教师在中考复习教学中应当重视每次模

拟练习的统计分析 ，善于利用得分率 、错题分布图等

数据进行学情分析 ，将正确率高的试题进行变式 ，对

错误率高的题目进行追溯 ，以便摸清不同学生在不

同知识层面 、方法层面的真正困难 ，调整教学内容 ，

转变学习方式 ，实施精准复习 ．

讣  告
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