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基于问题链的高中数学深度学习探究与实践

——以“含参数不等式恒成立问题"教学为例

324100 浙江省江山中学 徐丽峰

324000 浙江省龙游县教师进修学校赖忠华

摘要：以问题解决为学习目标的问题链能激发学生学习积极性，引导学生深度思考与探究，促使

学生在问题解决过程中形成数学思维的关键能力，对学生深度学习有很好的引领作用，是实现深度

学习的有效手段．笔者以“含参数不等式恒成立问题”教学为例，通过设置问题链，推进学生深度学

习，培养学生类比思维、创新思维、批判性思维等高阶思维。实现核心素养的落实．
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北京师范大学郭华教授指出：“深度学习是指在

教师引领下，学生围绕具有挑战性的学习主题，全身

心积极参与、体验成功、获得发展的有意义的学习过

程．”[11深度学习是对学生浅层学习、被动学习情形

的一种矫正．《普通高中数学课程标准(2017年版)》

指出，“学生要开展基于项目的学习、基于问题的学

习、基于探究的学习、基于挑战的学习”，因此，开展

深度学习符合新课程改革方向，有利于学生数学核

心素养的培养．数学学习，往往从问题开始，问题链

是教师根据教学目标和学生实际，将数学知识转化

为有层次、有深度、有针对性的一系列有效问题．以

问题解决为学习目标的问题链能激发学生学习积极

性，引导学生深度思考与探究，促使学生在问题解决

过程中形成数学思维的关键能力，对学生的深度学

习有很好的引领作用，是实现深度学习的有效手段．

笔者以“含参数不等式恒成立问题”教学为例，阐述

通过设置问题链，推进学生深度学习，培养学生类比

思维、创新思维、批判性思维等高阶思维，实现核心

素养的落实．

一、教学实践

(一)创设问题情境。深挖数学思想

师：请同学们在同一直角坐标系中作出函数，(z)

一z，g(z)一l舭的图像并观察，你有什么发现?
生1：如图1，对数函数图

像位于正比例函数图像下方．

师：将函数．厂(z)图像上下

平移得到的函数F(z)一z+m

的图像，与函数g(z)=1眦的图

像之间可能有怎样位置关系?

、钐
／ ”f一’
图1

生1：相离，相交，相切．

问题l 当m取何值时，函数F(z)=z+m图

像位于函数g(z)=lnz图像上方?

生2；对于m不同的取值，函数F(z)=z+m图

像是一组平行直线，我们先考虑两图像相切情形．设

切点坐标(硒，l般。)。则函数g(z)在切点处导数等
1

于直线斜率即÷一1．函数F(z)一z+m和g(z)=
山0

lnz在切点处函数值相等，即l眦。=z。+m，联立方
，T．=1

程解得{⋯ ‘．，故当m≥一1时，函数F(z)=z+
Im2一l

m图像位于函数g(z)一l眦图像上方．

师：采用“特殊到一般"解题思想，先考虑两者相

切这一特殊位置关系，求出相应的m值，再结合函

数图像写结论．

评析：起点低、立意深的起始问题有利于学生及

时融入课堂，激发学生学习热情，体验数学思想方法．

本题以形助数优化解题，以数辅形深化知识内涵．

(二)变换思考角度，助推知识建构

师：刚才我们从几何角度思考问题1，你能用代

数的方法解决该题吗?

生3：从代数角度看，该题即是一个含参数不等

式问题．

问题2不等式z+m≥l般恒成立，求m的取

值范围．

生3：采用变量分离法．移项，得m≥l眦一z，由
题意知要使不等式恒成立，即要m≥(1眦一z)。。；．

1

记^(z)一l眦一z，z∈(O，+∞)，则矗7(z)=三一1
Z

1一～
一L』，易知函数五(z)在区间(O，1)上单调递增，在
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区间(1，+∞)上单调递减．故^(z)。。。=^(1)=一1，

从而m≥一1．

师：变量分离后，将原不等式恒成立问题转化为

求新函数矗(z)=l眦一z的最大值，再利用导数求解．

生4：也可以这样求解．设函数^(z)=z+m—

l眦，只需^(z)。；。≥O．利用导数易知函数^(z)的最

小值为7，l+1，从而m≥一1．

师：将形如厂(z)≥g(z)恒成立问题转化为证

明[，(z)一g(z)]。；。≥o，解法简洁明了，凸显本质．

生5：我发现在不等式z+m≥l眦中，令z=l，

解得结果和答案一样．

生4：这只是不等式z+m≥l眦恒成立的必要

条件．

生5：接下来只需证明当m≥一l时，不等式成

立即可．如果成立，这就是答案，如果不成立，说明参

数范围要压缩．

师：这是非常好的想法——先猜后证．下面我们

证明当优≥一1时，不等式z+m≥l眦恒成立，即只

要证明当m≥一1时，不等式z+m一1眦≥0恒成

立，由于z+m—lnz≥z一1—1舭，故只要证明不等

式z一1一l眦≥o恒成立，即证明z一1≥l眦恒成

立，显然该不等式恒成立，问题得到最终解决．本方

法对于解选择题更加有效．通过观察，可得当z取

某特殊值时参数的取值范围，此时若能排除其他选

项，就能得到正确的解，解题事半功倍．

评析：问题2引发学生深度思考，学生从几何、

代数、运动变化等多角度解题，进而深度理解恒成立

问题的本质．这是深度学习区别于浅层学习的重要

特征．

(三)促成深度理解。培育高阶思维

师：类似地，请同学们尝试解决下列问题．

问题3 已知函数厂(z)一zl眦一z2+2mz+m

(m∈R)，若对任意z∈[1，+∞)，不等式，(z)≤o

恒成立，求参数m的取值范围．

生6：采用变量分离法．。．。z∈[1，+∞)，．‘．不等

式等价于m≤车等恒成立．记矗(z)一
锗测扒z)一嚆{芋．·．‘z一1≥l眦，z∈[1'+∞)，．’州(z)≥气等=
茬≥F寺>o，可得函数^(z)在区间[1，+∞)单调

递增，故^(z)。i。一^(1)=÷，．‘．m≤÷．

师：本题能否转化成，(T)。。。≤O来解决?

生7．，，(z)=1+l眦一2‘r+2m，z∈[1，+∞)，

由于无法确定／(z)的符号，所以无法判断函数

，(z)单调性，求得它的最大值．

师：同学们能批判性思考问题，分析到位．

生8：可以“先猜后证”，具体解法如下．‘．’，(1)
1 1

≤o，．‘．m≤÷．下面证明对任意m∈(一∞，÷]，z
O ')

∈[1，+∞)，不等式zl眦一z2+2mz+m≤o恒成

立．变换主元，将左边看成参数m的函数，记^(m)

=(2z+1)m+zl眦一z2，‘．‘2z+1>0，．．．矗(m)在
1 1

区间(一∞，÷]上单调递增，即^(m)≤^(÷)=

一z2+zl眦+婪+{．记志(z)一一zz+z1 m．+孥
．) o o

+÷，志7(z)=一2z+詈+1眦．+．。z∈[1，+∞)，且
o ')

O

l眦≤z一1，．‘．志7(z)≤一z+÷≤o，．‘．函数忌(z)=
o

—zz+zl眦+等+丢在区间[1，+∞)上单调递减．故

志(z)≤志(1)一o，即zl眦一z2+2懈+m≤o恒成立．
师：“先猜后证”，非常有创意的思路，同学们只

要坚持思考、大胆尝试、勇于创新，就能培养更高品

质、更高层次的数学思维．

问题4 已知函数厂(z)一zlnz—z2+2mz+m

(m∈R)，若对任意z∈[1，+∞)，不等式，(z)≤3m

一1恒成立，求参数优的取值范围．

生9：记G(z)一．厂(z)一(3m一1)一z1眦一z2+

1+2mz一2m，则G(z)≤0恒成立．‘．‘G(1)一O，所

以存在z。>1，使得函数G(z)在区间(1，z。)上单调

递减．’．’G7(z)=l眦一2z+2优+1，所以当z∈(1，

z。)时，G7(z)≤o．令z一1，则G7(1)≤o，即m≤÷．

下证m≤妻满足题意．z1般一z2+1+2mz一2m=

m(2z一2)+zl眦一z2+1，且2z一2≥0，．‘．m(2z一
1

2)+zl眦一T2+1≤÷(2z一2)+zlnz—z2+1≤

z一1十z(z一1)一∥+1一o，故m≤寺时，不等式恒

成立．

师：G(z)在区间(1，z。)上单调递减，非常漂亮

的想法，好运总是眷顾善于思考的人．

生10：记G(z)=zlM—z2+1+2mz一2m，’．。
G(1)一o，．。．原不等式等价转化为对任意z∈[1，

+∞)，G(z)≤G(1)恒成立，从而G(z)是(1，+o。)上

的减函数，故G，(z)=l眦一2z+2研+l≤0，z∈(1，
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+∞)．当一1时，则g(1)一2m一1≤o，解得优≤去．厶
生9：我认为函数G(z)在区间[1，+∞)上不一

定单调递减，函数在定义域内可能先递减，后递增，

再递减，这里答案一致，纯属巧合．

师：对，你抓住了错误的根源．下面请大家尝试

改编问题．

生10：将函数定义域改为(o，+∞)．

问题5 已知函数厂(z)一zlnz—z2+2mz+m

(m∈R)，若对任意z∈(o，+∞)，不等式．厂(z)≤3m

一1恒成立，求参数m的可能取值．

师：请大家合作探究该问题．

生11：记G(z)一．厂(z)一(3m一1)=zlnz—z2

+2mz一2m+1，易知G(1)一O，则G(z)≤G(1)对

于z∈(o，+∞)恒成立．此时必存在o<p<1<q，

使得函数G(z)在区间(声，1)上单调递增，在区间

(1，q)上单调递减，从而函数G(z)在z一1取得极大
1

值．故G7(1)=o，即优=去，接下来只需证明当m=
厶

1

寺时，不等式G(z)≤o恒成立即可．具体解题过程
厶

如下，’．。G(z)一z(1nz—z+1)，z∈(0，+∞)，又不

等式1眦≤z—l恒成立，．’．当z∈(o，+∞)时，

G(z)一z(1眦一z+1)≤z(z一1一z+1)≤O恒成
1

立，故参数m的可能取值为÷．
厶

评析：在教学过程中，教师精心设置问题链．学

生在解题过程中运用所学的知识，合理筛选解题方

法，并在解题过程中逐步优化方案，升华策略，这是

学生深度学习、高阶思维在课堂上的具体表现．

(四)反思探究历程。发展核心素养

师：本节课我们学习了含参数不等式恒成立问

题的解决方法，下面请数学课代表进行小结．

生12：针对含参数不等式恒成立问题的特征，

我们一般可采取以下方法，

(1)数形结合，将不等式两边分别看作两个函

数，正确作出这两个函数，然后通过两个函数图像的

位置关系求出参数的取值范围；

(2)变量分离，将问题转化为形如n≥g(z)(或

口≤g(z))的形式，并通过求函数g(T)的最值来确

定n的取值范围；

(3)化整为零，将不等式等价转化为g(z)≤o

(或g(z)≥0)恒成立问题，再由g(z)。。。≤0(或

g(z)耐。≥o)确定参数的取值范围；

(4)先猜后证，先求出不等式恒成立的一个必要

条件——参数的取值范围，再证明不等式在该范围

内恒成立．

师：解题过程体现了哪些数学思想方法?

生：体现了函数与方程、转化与化归、数形结合

等数学思想方法．

评析：学生反思学习过程，从知识、方法、思想、

问题设计等方面归纳总结，深化认识，并将新旧知识

进行整合，形成新的知识网络．

二、教学反思

(一)深度学习是基于问题的学习

问题是教学的心脏．问题链教学中，尽管教师

需要课前设计尽可能详细的主干问题(即问题

链)，但在课堂实施过程中，教师并不需要将这些

问题全部呈现在课堂上，而是需要根据问题的功

能选择呈现方式，以便为学习者的思考和表达提

供空间[2]．以本节课为例，起始问题是一个基础问

题，由教师提出，学生结合图像容易解决．教师以

此为契机引导学生利用代数法解题，并由学生提

出延展性问题(如问题2)，此类问题是学生基于前

一个问题研究的基础上产生的，由学生自己解决．

学生从几何视角、代数视角、运动变化视角等多角

度解题，从而逐步进入深度学习的情境，进而深度

理解恒成立问题的本质．开放性问题能充分激发

学生的思维火花，培养学生的创新意识．通过问题

5的发现、提出、解决，学生对含参数不等式恒成立
问题本质的理解、对不同解法的认识等达到更高

认识水平．问题链既成为连接知识与方法的桥梁，

又成为培养学生理性精神、开放意识、批判性思维

和创新能力的助推器．

(二)深度学习是激发思维的学习

有效的深度学习是通过激发学生的思维来实现

的，那么如何激发学生思维，提高学生思维参与度

呢?可以从以下三个方面着手．

(1)创设具体、易操作的低起点问题，让学生思

维动起来；

(2)学习活动立足于数学本质，注重多角度理解

数学问题，让学生思维活起来；

(3)主干问题设计层层递进，帮助学生建立螺旋

上升的数学思维框架，实现深度思维．

“深度思维”是学习者在学习过程中充分参与和

积极构建，会用全面、联系的眼光处理数学问题的思

维模式．以本节课为例，起始问题指向明确，思维入

口宽，使得多种数学思维方法涌现，如几何角度解题

(下转第9页)
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方法2：作AH上BC．

设计意图：图式阶段是最

后阶段，经过三个阶段后，等腰

三角形的性质已经形成了一个

包含具体对象、抽象过程、完整

A

B D E C

图5

的性质定理，以及与其他定理的区别与联系的综合

心理图式．图式阶段要加强性质的应用和教学的总

结，以此帮助学生形成稳固的心理图式．

这一组题中，例题的设计是为了让学生熟悉等

腰三角形性质的符号表示，特别是等腰三角形“三线

合一”的条件表述要充分，结论表述要恰当，书写要

规范．练习题的设计是为了使学生发现练习和例题

的区别，从而引导学生学会分类讨论，可以拓宽学生

的思路，养成更加科学严谨的思考方法．思考题的设

计是为了引导学生发现全等三角形也可解决此问

题，但用等腰三角形的性质解题会更简洁．设计好练

习题对于培养学生逻辑推理能力起着重要的促进作

用，通过性质的应用，让学生在头脑中形成对定理理

解的综合架构．

笔者引导学生回顾本节课的学习，结合认知中

原有的图式对操作、过程、对象进行适当整合，产生

同化和顺应的平衡状态，最后建立新的图式．

四、总结

七年级的学生处于学习几何逻辑推理的起步阶

段，本节课运用APOS理论的四阶段来设计教学，

上一阶段紧扣下一个阶段，层层递进，使几何定理的

(上接第6页)

(数形结合思维)、变量分离法解题(转化思维)、特殊

值求解(特殊化思维)等．问题3一问题5的解决过

程中，类比思维、批判性思维、创造性思维等得以体

现．类比是重要的思维方法，类比创造是学生的关键

能力，它们属于数学深度学习产生的高阶思维．而有

效类比迁移运用则体现了学生的参与度，符合学生

的认知规律．学生经历了思考的过程，形成了思维方

法，构建了思维框架，最终实现深度学习．

(三)深度学习是聚焦素养的学习

深度学习模式遵循学生的认知规律，凸显数学

学科的本质，把发展学生核心素养作为数学学习的

最终目标，着力培养学生深层次思考和学习的能力．

以本节课为例，学生通过几何问题与代数问题的相

互转化，数学抽象素养得到了培养；在类比解题、类

教学更显层次化．本节课教学设计如图6所示，教师

引导学生大胆猜测，敢于尝试，严密求证，可以有效

地培养学生的逻辑推理能力．

一言徽
直观猜测结

一{论：两个底角

相等

L 推理论证猜想：
两角相等的方法

量角器测

量角度

叠合法比较l

角的大小 |J

网}|磊嚣耋鋈
堕竺划l|供思路——]l。
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图6

总之，APOS理论的四个过程是一个认识的整

体，是一个循序渐进的过程．这四个过程在课堂中的

运行程序可简单描述为：动手操作体验一形成概念

过程一形成对象定性质一综合应用形成图式[1]．运

用APOS理论进行概念教学，只有踏踏实实完成了

前面三个阶段，才能使最后图式阶段顺利达成．而几

何定理的教学，需要根据学生的认知发展逻辑去设

计并实施，更要着眼于提高学生的逻辑推理能力，按

照四阶段来理解和设计教学正好满足这个需求，所

以，这是一条可行的途径．
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比编题的过程中，逻辑推理和数学运算能力得到了

提高．通过一题多解、多题一解、类比应用、批判性解

题等，学生的认知结构逐步得到了完善，数学核心素

养得到了提升．课堂上发现问题、提出问题、分析问

题、解决问题，是学生深度学习过程性结果的具体体

现，进入深度学习以后，逻辑推理、数学运算、数学抽

象等核心素养内化为学生本身的思维品质，从而有

力促进学生数学核心素养的良好发展．
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