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让反思与探究成为学生学习常态

倪树平

(浙江省桐乡第二中学314511)

1 引言

《普通高中数学课程标准(2017年版)》明确

指出：“普通高中的培养目标是进一步提升学生综

合素质，着力发展核心素养，使学生具有理想信念

和社会责任感，具有科学文化素养和终身学习能

力，具有自主发展能力和沟通合作能力．数学学科

核心素养是数学课程目标的集中体现，是具有数

学基本特征的思维品质、关键能力以及情感、态度

与价值观的综合体现，是在数学学习和应用的过

程中逐步形成和发展的．教师要把教学活动的重

心放在促进学生学会学习上，积极探索有利于促

进学生学习方式的多样化教学方式．教师要加强

学习方法指导，帮助学生养成良好的数学学习习

惯，敢于质疑、善于思考，理解概念、把握本质，数

形结合、明晰算理，厘清知识的来龙去脉，建立知

识之间的关联．，，[妇可见，深化普通高中课程改革，

践行《新课标》的核心之一是转变教师的教育理

念，坚持教学方式的变革，特别是学生学习方式的

变革，倡导积极主动、敢于质疑、善于思考、自主探

究、合作交流的学习方式．笔者认为反思与探究是

学生学习方式的重中之重，是促进学生有效学习、

发展数学核心素养的必然要求，教师要加强对学

生数学解题反思的指导与实践，激发他们的思维

活力，让反思与探究成为他们的学习常态．下面的

教学案例是基于这种理念下的有益尝试，旨在抛

砖引玉，与同行共享．

2案例呈现

2．1“向量与不等式恒成立问题”教学案例

题1(2013年浙江高考理科第7题)设△ABC，
1

P0是边AB上一定点，满足PoB一+AB，且对于
．士

边AB上任一点P，恒有商·充≥瓦蛮·瓦亡，
则( )

A．么ABC=90。 B．么BAC一90。

C．AB—AC D．AC—BC

师：解决平面向量问题的一般的通法有哪些?

生1：我们通常可以用代数法和几何法两种

方法．

师：很好!代数法中的常用方法又是什么?

下面请同学们先从代数的角度去探究解题思路．

生1：代数法中常用的是坐标法，我是考虑用

坐标法做．如图1，以AB的中点O为原点，AB所

在的直线为z轴建立平面直角坐标系，设AB一

4口(口>0)，则A(一2a，0)，B(2a，0)，Po(a，0)，

P(z，O)(～2口≤z≤2a)，设C(c，d)，则P雪一(2a

--X，0)，Pe=(C—z，d)，PoB=(a，0)，PoC=

(c一口，d)由题意得：(2a—z)(c—z)≥口(c一口)整

理得：(z一口)(z一口一f)≥0对于z∈[一2a，2a3

恒成立，所以方程(z—n)(z一口一c)=0的两根相

等，即c=0，所以C在y轴上，即AC=BC．

／。 L

彳太．
彳P 0 po B；

圈1

师：很好!坐标法是代数法中的重要方法，这

位同学用坐标法通过向量的坐标运算将不等式转

化为其等价的代数形式，再利用不等式恒成立的

思想求解，思路非常清晰!请同学们回顾反思坐

标法的本质是什么?

生2：应该是建系设点然后进行代数运算的

方法．

师：这就是坐标法，坐标法的本质是将几何问

题代数化，也就是将几何问题转化为代数运算．本

题是已知向量数量积的不等关系，除了向量数量

积的坐标运算还有其他的方法吗?
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生3：有，我不建系

直接用向量数量积的定

义运算的，如图2，过C

作C0上AB，垂足为0，
1

因为P。B=÷AB，因为
‘士

P。在靠近B处的一个

点，若0在P。的右侧

C

∥除
彳 P 0 P eo

B

图2

时，商·霄≥瓦亩·肃不恒成立，所以0在P。
的左侧．当P在线段OA上时，商·竞≥o，市
·市≤o，所以恒有葡·霄≥瓦亩·瓦芑成立；
当P在线段OB上时，

商．克=l商|．I竟lcoS么CPB
=一I P--6|．1商l，

和·肃=I市|．I市I coSZCP。B
=一I莉I·l莉l，

因为商·砣≥瓦畜·市恒成立，
所以I葡|．I商I≤I瓦杏1．I瓦亩I恒成立，
即(I葡|．I商I)。。，=f和|．I莉I，
令f商f—z，l蕊f一口，I而f一口一z，

所以I葡I．1商I=(a-x)z=一fz一詈1‘+等，

当z=詈即I商I=导时，

I葡|．1商I取最大值为l瓦杏|．1瓦峦I，
即P在P。时取到最大值，

所以PoB=虿1 uB=百1 AB，IP
AO=OB，

所以AC=BC．

师：很好!向量数量积的定义运算也是代数

法，这里用到了向量数量积的几何意义，体现了数

形结合的思想，是一种好方法．平面向量是以平面

几何为背景的一个几何概念，因此一般来说平面

向量问题也可以用几何法解决，下面请同学们探

究怎样从几何的角度去思考?

学生沉思，如何将题中的不等式转化为几何

图形间的内在联系对学生的思维挑战要求更高．

生4：我想到用极化恒等式来转化，如图3，取

BC的中点M，连结PM，P。M，因为商·竞一

÷[(2两)z一葡z]，币·肃=如(2 Po--窃)z
一蔚z]，因为商·葡≥瓦畜·瓦艺对于边AB
上任一点P恒成立，所以I两I≥J F劢I恒成立，

所以I确oMI是I前I的
最小值，即P。M是M

到直线AB的垂线段，

所以POM上AB，取AB

的中点N，因为P。B=

C

彳港
lAB，所以P。是BN彳

P Ⅳ P0 占

的中点，所以PoM／／ 图3

CN，所以CN上AB，所以AC-_BC．

师：很好!几何法的关键是如何将已知条件

转化为几何图形间的内在联系，这位同学利用极

化恒等式将向量数量积转化为向量模的形式，利

用向量模的几何意义和不等式恒成立的思想求

解，过程很简洁!那么，请同学们反思几何法的本

质是什么?

生5：几何法的本质是寻找数学量的几何意

义求解．

师：很好!同学们要真正领悟代数法和几何

法的本质才能引领我们解题．三种方法给我们的

印象是第一种坐标法，思维层次要求不是很高，但

有一定的运算量，第二种方法用向量数量积的几

何意义把问题进行等价转化，用函数的思想求出

最大值，运算量不大，思维层次有所提高，第三种

方法通过极化恒等式将问题转化为BC中点M

到AB上任一点P距离最小为I可落l，运算量很
小，但思维要求更高，三种方法都体现了数形结合
的思想，第二、三种方法更体现了几何法的本质意

义，每一种方法都是在理解方法本质的基础上对

前面方法的优化．下面我们再来看看2015年的浙

江高考题．

题2(2015年浙江高考理科第15题)已知P。，

P。是空间单位向量，P。·e。一÷，若空间向量b满

足b·P，一2，b·e2=昔，且对于任意的X，Y∈R，

6一(z P1+Y P2)I≥I 6一(zo P1+Y oe2)I=1(zo，

yo∈R)，则zo一——，y。一——，I 6
=——●
师：请同学们先思考坐标法如何解?
生6：建立空间直角坐标系，设e。=(1，0，0)，由

P··晚一丢，可设勃=(丢，雩，o)，设6一(m，挖，t)，
f6。P1一m一2

lm=2

则1⋯。一丢m+每竹：导’弋n=、／3’
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所以6=(2，43，z)，

得6一(zP·+yPz)2 2-x-詈，√虿一雩y，￡)，

6一(z。Pt+蛳口z)=(2一z。_虿Yo，万一譬跏，t)，
由题意得(2-x-号)2+f万一。y—y)2+t2

≥(2～一警)2+(万一参。)2w=1
因为对于任意的z，yER不等式恒成立，

2--x一等=o
所以当．{

。

时，

l万一雩y=o

[(2--x--号)2+(万一参)2w卜九
叭2≥(2飞一警)2+∽一4虿gy。)2彬，

liP(2-Xo-警)2+(万一参。)2≤。，
I 2--x。--警=o

I万一每弘=o
所以IbI=2√夏

师；很好!本题与前一题目相比是将向量从

二维平面向量迁移到三维空间向量，坐标法还是

离不开几何问题代数化的本质，做得非常好!下

面同学们还是来探究几何法，看看几何法是否更

简洁7

D

田4

生7：如图4，设蔺=Pl，葫=P2，商一b，
茚=zel+y P2，茄一zo Pl+yo勃，由平面向量
基本定理得：P，Q在平面MON上，因为16一(zP。

-t-ye2)I≥I西一(Xo口l+y o勘)I=l(xo，yo∈R)，

所以I o--g一苟I≥I o--g一茄l=1，即I商I≥

I菇I=1对于任意的P恒成立，也就是线段BQ
的长为B到平面MON内任意一点P的距离的

最小值，即BQ的长为B到平面MON的距离，

所以BQ上平面MON，令I劢l=h I—l，
所以Pl·P3=P2·P3=0，

6一()Q+QB=zoel 4-蛳P2-4-P3，
1

所以b·n=(知白-4-yoez-4-白)·白=勘+÷Yo=2，
厶

1 E

b·色=(zoel+YoP2+e3)·P2=÷zo+Yo=÷，
厶 厶

所以zo=1，Yo=2，b=el-4-2 P2+P3，即I bI=2√2．

师：非常漂亮!这位同学始终抓住几何法的

本质是找向量的几何意义，将不等式转化为两个

向量模的恒不等关系，从题1关于平面中点到直

线的距离迁移到空间点到平面的距离，找到了问

题的突破口．代数法和几何法是解决向量问题的

两种基本方法，各有优缺点，代数法人口容易运算

量较大，几何法思维要求较高运算简洁，同学们要

抓住本质，找准人口，学会灵活应用．

2．2“直线与抛物线位置关系”教学案例

试题(2017年溯扛商

考第21题)如图5，抛物线

≯=y，点A(一虿1，百1)，

B(导，罟)，抛物线上的点

阢，y，(一号Q<号)，

，o

L
f

磐
，， D 王

圈S

线，垂足为Q．(1)求直线AP斜率的取值范围；

(2)求IPAI．IPQI的最大值．

试题评析：本题第一小题考查直线斜率公式，

第二小题考查直线方程、两直线位置关系、弦长公
式、直线与抛物线位置关系、求函数最值等知识

点，重点考查函数、化归与转化、坐标法等数学思

想方法．试题人口宽，方法多，可以从不同角度形

成不同的解题思路，是培养学生反思解题方向、优

化解题方法的一道好题，具有较高的教学运用价

值，是我们课堂教学的好素材．

生1：我是根据直线斜率公式来求，

zz一{ 、

因为P(x，z2)，志^P=—_÷--X一÷，
z+专

厶
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又一÷<z<昔，故忌^P∈(一1，1)．

师：很好!这位同学从直线斜率出发将直线

AP的斜率表示成关于z的函数，求出范围，方向

准，策略优．请同学们反思从其他角度还有没有好

的方法?

生2：我考虑用极端值法．当P趋近于B时，

愚AP趋近于是AB=1，当P趋近于A时，志^P趋近于

抛物线在A处的切线的斜率Y
7

I。：一善=一1，

所以忌AP∈(一1，1)．

师：这位同学从运动的观点考虑直线AP的

两个极端位置求出其斜率的范围，也是本题的一

种好思路，策略优，值得点赞．对于第二小题同学

们可以从哪几个方向去思考解题方法?

生3：设直线AP的斜率为志，我想直接写出

直线AP和BQ的方程，解出Q的坐标，再利用弦

长公式把I PA I．I PQI表示成关于是的函数，再

由是的范围求其最大值．

师：我想这种思路非常自然，是一种通法，请

同学们按此思路完成解题过程，请生3板演．

生3：-ff线AP的方程为y一{=愚(z+丢)，
直线BQ的方程为

y一号=一}(z一号)c愚≠o，，y一百2一iIz一虿J‘惫≠o)，

。f愚z—y+虿k十i1一。
联立1z+愚Y一警一号：。’得Q(等，而9k2+8k+1)，
因为x=k+÷，

所以I PAI=√丽(z+专)一√丽(忌+1)，
(志+1)(1一是2)

所以I PAI．I PQI=(愚+1)3(1--k)，是∈(一1，1)，

构造函数厂(愚)=(是+1)3(1--k)，

有／(惫)=3(忌+1)2(1--k)一(是+1)3

=--2(2k一1)(忌+1)2，

当愚∈(一1，万1)时，／(k)>o，则f(惫)在

(一1，丢)上是增函数，当志∈(虿1，1)时，／(忌)<

o，则，(志)在(专，1)上是减函数，所以f(惫)。。=

八f7虿1＼J=丽27，且P[PAl·IPQI。。=警．

当愚=o时，P(丢，{)，Q(号，{)，
所以I PAI·I PQI=1 5

所以lPAI．IPQI。。=鞋．

师：请同学们反思解题方向、过程和方法，思

考该方法有什么优缺点，更优方法还有吗?

生4：这种方法比较自然容易想到，但运算过

程复杂，不容易做对．

师：生4评价很好!那我们来探究其他的思

路，刚才我们把I PA I，l PQ I都看成是弦长的概

念，从另一个角度看还是一个什么数学概念?

生5：IPAI，IPQI也是向量的模长概念．

师：很好!因此，此问题我想从向量的角度来

思考方法是否更优?请写出解题过程．

生6：，设P(x，X2)，由(1)知z=愚+÷，

芦育=(一虿1一z，i1--X2)=(一1一愚，一k2一志)，因为Q(≤薄字，而9k2+8k+1)，所以葡一(生华，—--k4矿--k3+kz+k 7，
所以商·葡一一I商I．I葡I

=(一1一是)×二羔与学+二!亏铲×
(--k2--k)

(忌+1)3(足一1)．k2(忌+1)3(志一1)：=一·+一k2+1 k2+1

=(是+1)3(k--1)，

所以I赢|．1葡I=(忌+1)s(1--k)，
下同上做法．

师：向量的角度思路很好!但这位同学的运

算过程还是显得有点复杂，请同学们反思其运算

方向如何?能否选择更好的运算方向?

生7：因为P(x，z2)，我选择用z作为变量来

做试试看，赢=(一虿1一z，百1--．．,272)，商一⋯⋯，
生7思维受阻．

师：求葡还是要回到求Q的坐标，我想能否
将商转化为艿来做?因为商是已知的．
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生7：．--／P2，葡=砖+蓟，
所以商·商一商·(商+茄)=藏·商，

因为商=(号一z，百9--X2)，
所以I PAI·I PQI=一藏·商=一赢·商

-(Vz)(吾一z)一(÷--X2)(导。)
=一∥+号z2+z+素，

构造函数厂(z)=一∥+tx2+z+素，

一÷<z<詈，／(z)=-4x3+3x+l，

因为／(1)----0，

／(z)=-4x3+4+3z一3=一(z一1)(2z+1)2，

当z∈(一告，1)时，／(z)>o，

故，(z)在(一专，1)上是增函数，

当z∈(1，吾)时，／(z)<o，

故厂(z)在(1，号)上是减函数，

所以，(z)。。一，(1)=丽27，且PIPA[·IPQI。。一器．
师：很好!这位同学避开了直接求葡的坐
标，将IPA|．1PQI转化为已知向tP-Z，葡的数
量积，再利用向量的坐标运算构造函数，运算比较

简洁，不失为一种好方法．请同学们思考葡与商
的关系除了芯=商+蓟还有什么关系吗?
生8：I葡I—I商I cosLBPQ．
师：很好!因此，这里我们还可以从向量投影

的角度来考虑也是一种很好的思路，所以I赢I．
I商I=I P-Til．I商I．cosLBPQ----A--'声·商，
因此，我们要学会多反思，从不同的角度将问题进

行等价转化，生成不同的解题思路．还有其他的思

路吗?

至此，通过反思与探究收获了三种不同的解

题思路，每一次探究都是一次方法优化的过程，学

生们积极性都很高，此时教师的追问和引导进一

步激发学生的探究欲望，学生陷入了沉思．

师：我想从运动变化的观点来考虑当P在抛

物线弧AB上运动时，点Q的轨迹是什么?

生9：点Q的轨迹是以AB为直径的半圆．

师：很好!I PA I·I PQ I是圆的一条弦AQ

被点P分成的两条线段长的乘积，我想可否利用

平面几何的知识进行转化?

生10：如图6，连结

P与圆心C交圆于E，F

两点，由相交弦定理得：

PAI·I PQ I=I PE I·

lPFl，因为IABI=2√2，

所以圆的半径为

I
y
J

／

虻囊议
／6 X

CEI=I CFI=45， 圈6

所以I PA I·I PQI=I PEI·l PFI

=(1 CEI+I PCI)(I CFI—I PCI)一2一I PCI 2，

因为P(x，≯)，Cf÷，÷)，所以I PAI．I r2I= ‘

[(z一号)2+(≯一丢)2]一一x'+2x2+z+素，
构造函数厂(z)一一X4+号z2+z+素，一专<z

<÷，下同上．

师：很好!该同学回归到平面几何的角度求

解，思维要求较高，但运算量大大减少，平面解析

几何的本质是用代数的方法解决平面几何问题，

当然平面几何中的公理、定理在解题中仍旧适用，

因此，利用好平面几何知识解决平面解析几何问

题可优化方法简化过程．

3教学思考

3．1反思学科思想方法．探究知识迁移过程

《普通高中数学课程标准(2017年版)》指出：

“高中数学课程要体现社会发展的需求、数学学科

的特征和学生的认知规律，发展学生数学学科核

心素养，突出数学主线，凸显数学的内在逻辑和思

想方法．"[1】数学思想方法是处理数学问题的指导

思想和基本策略，是数学的灵魂和精髓，是形成良

好认知结构的纽带，也是知识转化为能力的桥梁，

是培养学生数学观念，形成优良思维品质的关键．

数学解题离不开数学思想方法的引领，每一道数

学试题都会考查蕴涵其中的数学思想方法，因此，

数学解题教学中让学生反思学科思想方法，探究

知识迁移过程更符合学生的认知规律，提升学生

的认知力，有利于发展学生数学学科核心素养．

案例2．1中关于向量的两个问题，通过代数

和几何两个视角去解决，教师引导学生反思解决

向量问题的两种通法——代数法和几何法，在理

解两种方法本质的基础上探究将向量从二维平面
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向量迁移到三维空间向量，将平面几何中点到直

线的距离迁移到立体几何中点到平面的距离，通

过对思想方法本质的理解实现了知识的顺利迁移

过程，建立起知识间的内在联系，培养函数与方

程、数形结合、化归与转化等基本数学学科思想方

法，发展学生逻辑推理、数学建模、直观想象和数

学运算等方面的学科核心素养．

3．2反思解题过程方向。探究思路生成过程

问题是数学的心脏，数学教学离不开解决问

题，更离不开解题教学，常常听到有的教师抱怨这

个问题我讲过N遍了，学生还是不会，问题就出

在教师急于完成教学任务，想多讲几个题，总认为

让学生见多识广，常常忽视了反思解题过程方向，

忽视了解题思路的生成过程，导致学生表面上是

听明白了，听懂了，但实际是知其然，不知其所以

然，更没有厘清其中知识的来龙去脉．学生从听懂

到掌握会做还有很大一段差距，因此，我们把解题

教学的内涵定位应该是教学生学会怎样想、为什

么这样想，教给学生解题的方向，探求思路的生成

过程，而不仅是给学生讲题、把题讲清楚、让学生

听懂．波利亚解题理论告诉我们：解题要做到“七

分构思”即读题、审题、发散、联想、归纳，“三分表

述”即书写、运算、订正、反思与回顾．因此，在解题

教学中教师要注重与学生分享自身解题是怎样构

思、怎样想、为什么这样想的体会，引导学生反思

解题过程方向，注重解题思路与脉络生成的过程

性分析与探究．

案例2．2中在教师的引导下，通过学生的主

动反恩与探究，生成四种不同的解题思路，在此过

程中教师既遵循学生思维的自然形成，又不时融

入自己的解题思想，引导学生对问题进行深入的

剖析与探究，唤醒学生对知识之间内在联系的思

考，反思概念、信息之间的必然联系，探求问题转

化的新思路．第---d,题中的目标l PA l，I PQI是弦

长的概念，又是向量模长的概念，更是线段长的概

念，因此，从弦长、向量数量积和圆幂定理等多个

角度探究生成了不同的解题思路，让学生体会到

解题过程是自然的有方向的，又感受到思路的生

成过程是水到渠成的，同时在探究思路生成过程

中发展数学核心素养．

3．3反思数学本质内涵。探究方法优化过程

《普通高中数学课程标准(2017年版)》的基

本理念指出：“高中数学教学以发展学生数学学科

核心素养为导向，创设合适的教学情境，启发学生

思考，引导学生把握数学内容的本质．”[13数学本

质简单地说就是数学知识内在的根本属性与规

律．高考每年在变，每年都有很多新题，但它对数

学本质和数学思想方法的考查却始终不变．因此，

我们在教学中要引导学生反思数学本质、理解数

学本质，揭示数学本质，让学生具有一双透过现象

看本质的“慧眼”，只有引导学生把握数学本质，才

能避免“不识庐山真面目，只缘身在此山中”的迷

惘，才能充分体会蕴涵其中的数学思想方法，熟练

掌握解决问题的通性通法，探究优化解决问题的

策略方法，使学生的数学核心素养得到充分的

发展．

案例2．1中题1关于向量数量积的不等式转

化问题教师引导学生反思代数法和几何法本质的

基础上，通过学生自主探究，形成了坐标法、数量

积定义运算以及极化恒等式转化成向量模的几何

意义三种解题思路方法，每一种方法都是在数形

结合的基础上对解题过程的不断优化．案例2．2

中对问题目标IPAI，IPQI识破它是弦长、向量模

长和线段长的概念，将问题回归到本源去探究思

考，更加明确探究方向，指引着整个探究活动高效

开展，形成了应用弦长公式、向量数量积坐标运算

和应用圆幂定理等不同的解题思路，方法得到优

化，过程自然流畅．

4结束语

波利亚语：“掌握数学就意味着善于解题．”数

学学习离不开解题，引导学生在解题过程中进行

反思与探究是教师的一种教学理念，主动反思与

探究更是学生的一种学习常态．教师在解题教学

中要引领学生反思学科思想方法，探究知识迁移

过程，反思解题过程方向，探究思路生成过程，反

思数学本质内涵，探究方法优化过程，始终让反思

与探究成为学生学习常态，才能让学生真正领悟

学习的真谛，数学的价值，学会数学地思维，把发

展数学学科核心素养牢牢根植于数学学习的过程

之中．
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