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破解动点轨迹长度问题的几种策略

重庆市忠县中学校(403305) 张侣

新课程标准的实施与推进，具有新颖性，开放性，

探索性，交汇性等于一体的问题成为了教师在课堂教
学中关注的焦点．求解立体几何中动点轨迹的长度

问题，不仅能激发学生参与课堂的积极性，还培养了
学生空间直观想象，逻辑推理，数学运算等核心素养．

本文结合实例，就破解立体几何中动点轨迹的长度问
题，给出几种常见的破解策略，供参考．

1、利用面面平行破解动点轨迹的长度问题

例1 在正四棱锥s—ABcD(顶点Is在底面

AB∞上的射影是正方形ABcD的中心)中，底边长

为2，高为2怕，E是Bc的中点，点P在表面上运
动，总是保持PE上4C．则动点P的轨迹长度是—．

分析：根据题目条件可知，恒有AC上平面曰舳
成立，为了保持PE上AC的关系，则点P运动的轨迹

所形成的平面必与平面BsD保持平行，从而确定了

点P的轨迹长度就是△脚的周长．
解：如图1所示，当P

在△脚边上运动时，总
是保持PE上AC．理由如

下：在正四棱锥Js—ABcD
中，有SD上平面A曰cD，又
因为AC∈平面A8∞，则
．sD上AC．而四边形ABCD

为正方形，则曰D上4C．又 图1

因为SDn肋=D，所以AC上平面B．sD．取5C，CD
的中点分别为肘，』、r，且E是曰C的中点，易证平面

BSD／／平面肘舰．根据面面平行，可获得AC上平面
栅，而点P在△脚边上运动，从而始终有阳上
AC．则动点P的轨迹长度即为△MM的周长，由题
设知，△姗的周长为△脚的周长的一半．因为四
边形ABcD是边长为2的正方形，所以BD=2√2，又

因为JsD=2√3，且BD=√2，所以船=肋=

~／D曰2+|sD2=√14，即△B|sD的周长为2√2+

2／14．进而可知，动点P的轨迹的长度是在+

／14．故答案填√2+／14．
变式在棱长为1的正方体A日CD—A’B’C’D’

中，肘，Ⅳ分别是Ac’，A’B’的中点．点P在正方体的

表面上运动，总能保持御上BⅣ．则动点P的轨迹
长度是——．

解：如图2所示，易知动点P的轨迹长度为矩
形A阴D的周长．理由如下：取E，F为B日7和CC’的

中点，在正方形AB曰’A’
中，因为E，Ⅳ是中点，所

以易证AE j-趴在正方 一

体ABCD—Al Bt C’Dt印。

曰C上平面A曰曰’A 7，因为

BC／／EF。甄以EF L平面H
A船’A 7，又因为BⅣ∈平 。

面A胎7 A’，所以EF上 图2

BⅣ，又因为AEnEF=E，所以BⅣ上平面AEFD．现

将平面AE肋向上平移至多点M即可，此时当点P
在四边形啪边界上运动时，总能保持脚上日Ⅳ．
显然，点P的轨迹长度为矩形AE肋的周长．易求

得矩形AE肋的周长为2+√s．故答案填2+√5．
点评：以上破解过程，关键是为了保持某定直

线始终与动直线的垂直关系，需借助线面垂直的相

关性质进行破解，结合面面平行关系获得线线垂直

的结论。再根据运动轨迹的类型求其长度．

2、利用线面垂直破解动点轨迹的长度问题

例2 (2020年新高考I山东卷第16题改编)

已知直四棱柱A日CD—A’B’C’D’的棱长均为2，

￡鲋D=600．尸是侧面日CC’B’内的动点，且D’P=

√5．则动点P的轨迹长度是——．
分析：此题以直四棱柱ABCD—A’曰’C’D’为载体，

通过立体几何的辅助线的构造来寻找问题解决的突

破口．借助几何元素之间的位置关系，探究动点P在

侧面Bcc’日’内的运动轨迹就是扇形姗F的弧朋，
进一步利用平面几何的相关知识来确定弧长所对应

的圆心角大小，再结合弧长公式来求解轨迹长度．
解：如图3所示，动

点P的轨迹长度就是弧．4

长EF理由如下：取B’

C’的中点为肘，B曰’的中

点为E，CC7的中点为F，

在直四棱柱AB∞一A’B’
C’D’中，因为[别D= 4

600且各棱长均为2，所

占

图3

以△B’C’D’为等边三角形，所以D’M=√3，D’M上

B’C’．由题设知胎7上平面A’曰’C’D’，因为D’M∈平
面A’日’C’D’，所以B曰’上D7M，又因为B日’n日7C 7=

B1．跃以DtM L平面BCCl B1，队丽知AD{MP为苴氮

三角形，进而由D’P=√S可知，肘P=√2，所以动点P

的轨迹是以点M为圆心，半径为√2的圆在正方形

爹

㈣
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BCCfBl荫钓弧长EF．阻为厶EMB|=乙FMC’=等。
埠

所以[删=詈．所以根据弧长计算公式可得弧

面i：詈．厄：譬仉故答案填年仃．
变式 在三棱锥A—BCD中，￡删D=90。，AD

上曰C，AD=4，AB=Ac=2怕，么烈C=1200．若点P
为△A曰C内的动点，且满足直线卯与平面ABC所
成角的正切值为2．则动点P在△A日C内所成的轨

迹长度是一解：如图4所

示，动点P在△ABC

内的轨迹长度是弧

长砸与弧长』＼『_F之
和．理由如下：因为

[以D=90。，所以
AD上4曰．而ADJ-BC

且AB n BC=曰，所

∥≥公
图4

以AD上平面ABC，从而知从PD为直角三角形．因
为直线DP与平面ABC所成角的正切值为2，且AD

=4，所以AP=2．取日为BC的中点，因为AB=AC

=2√3，￡鲋C=120。，所以A日上曰C且A日=√3．因

为√3<AP<2√3，所以动点P在△ABc内的轨迹长

度是弧长伽与弧长ⅣF之和．因为AE=2，A日=
√3，所以删=1，即时=2，则△AEF为等边三角形．

因为EAF=等，易求得￡心E+￡MF=孚，所以点
J J

P在△ABc内的轨迹长度为f=积=孚．2=竽．故
J J

，’一

答案填竿．
J

点评：以上破解过程，关健是借助已知条件和

轨迹定义来寻找动点的轨迹路径，利用几何元素本

身具有的位置关系，探究动点的轨迹长度．

3、利用解析法破解动点轨迹的长度问题

例3 如图5所示，

在棱长为2的正方体AB—
CD—Al曰l G1D1中，E是棱_l

船，的中点，P是底面AB—
CD内的动点，且满足
[A尸A，=二日PE，则动点

P形成的轨迹长度 ．

是——． 五

分析：根据题目条件

卫

图5

中等式[A黝，=￡日PE恒成立的信息，转化为相应
地线段比值问题．建立相应的直角坐标系，探究动

点P的轨迹方程，根据轨迹方程判断点P的轨迹类

型，利用相关知识，再结合轨迹类型求其轨迹长度．
解：如图6所示，

动点P在正方形A口

cD内形成的轨迹为

以D。为圆心，以D。M

为半径的圆弧长删：
理由如下：在棱长为

2的正方体ABCD—

AI曰lClD。中，E是棱
BB，的中点，P是底

D ：。 I
C

●¨

l -P／‘
IⅣ

^ ／’ 乃． ‘0
露＼。一

j o JI， l 口l 2 x

图6

面A曰cD内曲动点，有tan￡A以7=筹，tan￡BPE=
嚣，因为[A以。=￡腓，所以鼢=2船．在正方形
A8CD所在平面内，以线段所在的直线为戈轴，以AB

垂直平分线为y轴，建立直角坐标系，如图6．此时，

A(一1，0)，B(1，0)，设p(石，y)，由以=2P曰可得点P

的轨迹方程为(石一÷)2+y2=普，由轨迹方程及题意

可知，动点P在正方形ABcD内的轨迹是以D，(詈，
o)为圆心，以÷为半径的圆弧长删．易求得D，曰=

号，而D。Ⅳ=÷，可获得￡曰D。Ⅳ=詈．则点P在正方
形ABcD内的轨迹长度为f=被=詈·÷=等．故答
案填警．

变式在棱长为2的正方体ABCD—A’B’C’D’

中，E，F分别是棱A’曰’，口c上的动点，且A’E=BF，P
为朋的中点．则点P形成的勃．迹长度是 ．

解：以D为坐标原

点，建立如图7所示的

空间直角坐标系，设点

尸(z，y，z)，设A’E=BF

=尼，则E(2，|j}，2)，E(2

一．j}，2，0)，因为P为
EF的中点，所以菇=
2+2一后 2+后

—i一，y 2丁，石2 图7

÷，消去参数．j}，获得点P的轨迹方程为菇+y一3=o
厶

1

(z=÷)，当点E与A’重合，点F与B重合时，则点
二

P与A’B的中点M重合．当点E与B’重合，点F与

C重合时，则点P与B’C的中点J7＼，重合．可知点P
形成的轨迹长度为线段删，易求得线段删的长
为以．故答案填在．
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点评：以上求解的关键是通过建立直角坐标

系，求解动点的轨迹方程，再结合问题给定的题设

条件和轨迹方程类型，确定动点的轨迹路径，进而

破解动点的轨迹长度．

综上可见，破解立体几何中动点轨迹的长度问

题，关键就是充分分析与理解题设条件，利用定义

确定动点的轨迹图形，再抓住图形的结构特征来判

断动点的轨迹类型，进而借助相关的公式进行巧妙

转化并求其长度．
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一道高联赛预赛题的加强

福建省福清第三中学(350315) 何灯

极值点偏移问题一直是高考乃至竞赛考查的
热点，此类问题常见的求解方法有构造对称化函

数、比值代换法、对数平均不等式法．其中比值代换

法可以将函数零点用统一变量表示出来，使得该法

不受待证不等式形式的束缚，故能证明形式较为复

杂的问题，应用最为广泛．

2021年高中数学联赛福建赛区预赛第14题是

一道典型的极值点偏移问题，本文采用比值代换法

对其进行探究，得到试题中不等式的一个加强．

试题呈现 已知以z)=e。一∞。，菇>0，口E尼
(1)若以z)≥O恒成立，求口的最大值；
(2)若菇l，菇2是以戈)的两个零点，且菇1>菇2，求

证：菇l+搿2>2口．

定理函数八石)：e。一龙8，菇>0，口∈R，z1，髫2是

八戈)的两个零点，则戈l+筇2+4~／菇lx2>6口．

证明：z1，髫2是以戈)的零点，得e“一菇；=e”一石；

=。，从而{：三薹：方程两边取对数得{乏三：：：：：Le‘=z2， L菇2=oln戈2，

两式相减得菇1一龙2=口1姒l一口1眦2=口ln}．由对称

性，设菇1>菇2，令t=}(t>1)，则菇2(￡一1)=口Int，得

石：=拦等(由算：>o及t>1可得口>o)，龙。=执：=

竺等，从而待证不等式等价于口(1+4万+f)拦等>
6。，等价于ln￡一且与旦>o．

令，，=万(，，>1)，则Int一≠笔而％．>。等价于
-v一若豸翕萼>o，令F c y，=，町一}笔≥等，得㈨=手一业生祭券产=灭踹>。，则F(y)关于y在(1，+∞)上单
调递增，得F(y)>F(1)=O，定理成立。

评注：定理中不等式若采用构造对称化函数或

对数平均不等式法均较难证明，但采用比值代换法

却能够轻松求解．由定理及基本不等式得戈。+戈：>

÷(茗。+菇：)+手厢>2口，显然定理中的不等式
强干魇试颍．
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例析数学竞赛中复数的解题技巧

广东省惠州市第一中学 (516007) 刘志勇

近些年，复数在中学数学教材中日渐淡化，高考
的考查也强调基础，但复数的内涵是非常丰富的，尤

其在高中数学竞赛中，复数的考题常常涉及多种数学

思想，而且技巧性强，灵活多变，因而受到竞赛命题专
家的青睐．本文列举部分高中数学竞赛试题，以阐述

数学竞赛中复数的解题技巧，供读者参考．
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