
为什么把
2

ba +
≥ ab （a，b＞0）叫做“基本不等式” 

 

1．从“数及其运算”的角度看，
2

ba +
是两个正数 a，b 的“平均数”；

从定量几何的角度看，ab 是长为 a、宽为 b 的矩形面积， ab 就叫做

两个非负数 a，b 的“几何平均”。因此，不等式中涉及的是代数、几

何中的“基本量”。 

2．有多种等价形式： 

代数——涉及两个正数的运算，也就是通过加、减、乘、除、乘

方、开方等运算而产生的变化。在对运算结果之间的大小关系比较中

就可以得到各种表现形式； 

几何——周长相等的矩形中，正方形的面积最大；或者，以 a+b

为斜边的直角三角形中，等腰直角三角形的高最长；或者，更直观地，

等圆中，弦长不大于直径；…… 

函数——本质上是函数凹凸性的反映。例如，可以直接通过函数

x
y

1
= ， xy = ， 2xy = 等学生最熟悉的函数的凹凸性导出公式；或者，

利用函数图像的切线（本质上是“以直代曲”），例如，过点(1,1)作曲

线 xy = 的切线，切线方程为 ( )1
2

1
+= xy ，曲线 xy = 总位于切线的下

方，故有， x ≤ ( )1
2

1
+x 。令

b

a
x = ，代入化简即得重要不等式。 

也可以这样考虑：在一个平面内固定一条直线 x+y=2A，考察曲

线族 xy=c（这里 c 是参数），画个图就可以看出，和给定直线有公共

点，且使 c 取最大值的曲线，是和直线相切于（A，A）的那条曲线，

这时 c=A2，于是 xy≤
2

2







 + yx
。 



3．证明方法的多样性 

从上所述已经表明，“基本不等式”确是与重要的数学概念和性质

相关，体现基础知识的联系性，表述形式简洁、流畅且好懂，而且从

上述联系性中，事实上也已经给出了证明的各种思路，这些思路与数

学的基本概念相关，不涉及太多的技巧。 

我们还可以从“平均数”的角度来构造性地证明： 

设 A=
2

ba +
。引进一个量 d=

2

ba −
，则 a=A+d，b=A－d。于是 

a b =A2－d 2= 2

2

2
d

ba
−







 +
，由 d≥0容易得到 ab ≤

2

ba +
。 

4．可推广。我们大家都知道有 n 个正数的几何平均值不大于算

术平均值的定理。这个定理的证明方法很多，由此就能培养学生的解

题能力，而且能体现创造性。 

值得注意的是，n 个数（不一定为正）的算术平均是一个重要的

最小性质，有广泛的用途，特别是在统计中，就是对于某个未知量 x，

我们通过测量获得了它的 n 个观测值 xi（i=1，2，…，n）。由于测量

误差，这些值会略有不同，那么 x 取什么值才最可信呢？数学王子高

斯的想法是：用 x－xi表示观测值 xi与理想值 x 之间的偏差（可正可

负），可以把那个使总偏差最小的值作为理想值的最佳估计。数学中，

习惯上把(x－xi)
2 作为不精确性的适当的度量，这样问题就转化为求

使 ( )
=

−
n

i

ixx
1

2 的最小值。非常凑巧，这个值恰好就是这 n 个观测值的算

术平均——这是重要的高斯“最小二乘法”的出发点。 

 



基本不等式的教学过程概录 

1．借助问题情境（赵爽弦图），得到 a2+b2＞2ab。老师提示：当

a=b 时，有 2 2 2a b ab+ = 。 

通过课件，动态演示面积变化情况，直观展示等号成立的条件。 

师：当 a，b 为任意实数时，上式还成立吗？你能给出它的证明

吗？ 

生：利用完全平方，(a－b)2≥0，即 a2－2ab+b2≥0，得到 a2+b2

≥2ab。 

师：还有什么方法？（片刻后）证明不等式的常用方法是“作差”。 

证明： 2 2 2 2 22 ( ) 0, 2a b ab a b a b ab+ − = −   +  . 

由证明过程可知：不等式 abba 222 + 恒成立. 

师：通过刚才的探究，我们得到了一个对任意实数都成立的不等

式 abba 222 + 。特别是 a=b 时， 2 2 2a b ab+ = ；反过来 2 2 2a b ab+ = 时，定

有 a=b。所以我们说当且仅当 a=b 时取等号。 

2．探究新知 

师：当 a＞0，b＞0 时，如果用 a , b 替换上述结论中的 a，b，

能得到什么结论？ 

生：可得 2 ( 0, 0)a b ab a b+    。 

师：你能证明这个不等式吗？什么时候取等号？ 

学生模仿已有证明，用综合法。 

教师让学生阅读教科书，并填空： 

要证 ab
ba


+

2
，                ① 



只要证 + ba                     ② 

要证②,只要证 −+ ba        0     ③ 

要证③,只要证 0)(
2 −      ④ 

显然, ④是成立的。当且仅当 a=b 时，④中的等号成立 。 

再阅读课本的“探究”，作出基本不等式的几何解释。 

教师对基本不等式做出如下说明： 

（1）注意基本不等式成立的条件； 

（2）注意基本不等式的结构： 

两个正数之积与两数之和之间的不等关系。 

（3）注意等号成立的条件。 

3．知识应用 

例 1 判断下列说法是否正确： 

（1） 若 x＞0，则
x

x
1

+ ≥2； 

（2） 若 x＜0，则
x

x
1

+ ≤－2； 

（3） 若 ab≠0，则
b

a

a

b
+ ≥2； 

（4） 若 ab＝3，则 a+b≥2 3 。 

（1）生：因为
x

x
1

+ －2=
2

1








−

x
x ≥0，所以

x
x

1
+ ≥2。 

（2）生：
x

x
1

+ +2=
2

1








+

x
x ≥0，所以……？ 

师：能写为
2

1








+

x
x 吗？ 

生：哦，不能！应该是 

D 

C 
A B 

E 

O 



2
1

2
1










−
+−=−−−

x
x

x
x ≥0，所以

x
x

1
+ ≤－2。 

教师提醒：注意，利用基本不等式，最基本的是要求两个数大于

0。本题是经过变形可以利用基本不等式。 

（3）当 ab＞0 时，
b

a

a

b
+ ≥2；当 ab＜0 时，

b

a

a

b
+ ≤－2。 

教师补充：实际上，概括一下就是前面（1）和（2）。 

（4）生：当 a＞0，b＞0 时，a+b≥2 ab =2 3 ；当 a＜0，b＜0

时，…… 

师：怎么还不会？看一下（3）的解答。 

生：哦，因为－a－b≥2 ( )( )ba −− =2 3 ，所以 a+b≤－2 3 。 

师：通过这几个例题可以知道，在基本不等式 ab
ba


+

2
中，要

求 a，b 大于 0。 

例 2 在下列函数中，最小值是 2 的是（  ） 

（A）
x

x
y

5

5
+= （x≠0）    （B）

x
xy

lg

1
lg += （1＜x＜10） 

（C） xxy −+= 33 （x∈R）   （D）
x

xy
sin

1
sin += （0＜x＜

2


） 

生 1：
x

x

x

x
y

5

255

5

2 +
=+= ，因为 x2+25＞0，5x 既可以大于 0，也可

以小于 0，所以 y 的值可以小于 0。所以选项（A）不对。 

生 2：因为 1＜x＜10，所以 lgx＞0。根据基本不等式，
x

x
lg

1
lg + ≥

2
x

x
lg

1
lg  =2。所以选项（B）正确。 

生 3：因为对任意 x，3x＞0，所以 xx −+33 ≥2 xx −33 =2。所以选



项（C）正确。 

生 4：因为 0＜ x＜
2


，所以 sinx＞ 0。所以

x
x

sin

1
sin + ≥

2
x

x
sin

1
sin  =2。所以选项（D）正确。 

师：对吗？再看看每一个函数都能取到 2 吗？ 

学生经过思考，得出只有选项（C）中的函数能取到 2。 

师：所以，大家要注意基本不等式中等号成立的条件。 

变式练习： 

（1） 若 1x ，求
1

1

−
+=

x
xy 的最小值及取得最小值时的 x 值。 

（2） 求函数
x

xx
y

22 +−
= （x＞0）的最小值及取最小值时的 x 的

值。 

（3） 若 0 1x  ，求 ( ) ( )xxxf −= 1 的最大值及取得最大值时的 x

值。 

大部分学生在解答时遇到较大困难。教师发现时间也不够了，于

是就自己讲解： 

做这几个题目时，大家要注意灵活变形，就是要往基本不等式靠。

如果是和的形式，就要凑出“积定”；如果是积的形式，就要凑出“和

定”。这样就有 

（1）因为 1x ，所以 x－1＞0。所以 ( ) 1
1

1
1

1

1
+

−
+−=

−
+=

x
x

x
xy ≥

2 
1

1
)1(

−
−

x
x +1=3。等号当且仅当

1

1
1

−
=−

x
x ，即 x=2 时取得。 

（2）只要将函数解析式转化为 1
2
−+=

x
xy ，就可以利用基本不等

式求解了。同学们课后完成。 

（3）因为0 1x  ，所以 0＜1－x＜1。所以 



( ) ( )xxxf −= 1 ≤
( )
2

1 xx −+
=

2

1
。 

等号当且仅当 x=1－x，即 x=
2

1
时取得。 

教师总结：今天我们学了很重要的基本不等式。基本不等式在求

最值时很有用。从前面的几组题目可以看到，用基本不等式求最值时，

首先要注意含有字母的式子必须是正的；其次，要注意观察式子的结

构，和的形式要看是否有积为定值，积的形式则要看是否有和为定值；

第三，一定要注意是否能取到最值，这就要看“相等”的条件是否能

满足。总结起来就是： 

一正，二定，三相等。 

大家一定要记住了。 

思考题： 

（1）基本不等式简单，而且“一正、二定、三相等”也很明确，

但为什么学生总是想不到？——越是简单，越接近常识，应用范围就

越广泛，越需要经过一定的训练而形成习惯。 

（2）在利用基本不等式求最值时，学生为什么总是丢三落四？ 


