
研题 说题 促年轻教师专业成长

浙江省德清县高级中学 (313200)  施利强 江战明

  笔者有幸参加了 2020 年浙江省湖州市的说题

比赛,作为参赛的年轻教师切身体会到了青年教师

说题的价值和意义. 本文以这次赛题为例,通过对

比各位参赛老师的说题过程,总结了说题的每个环

节应该注意的地方,整理反思,让自己在比赛中得

到锻炼和成长.

题目 已知椭圆 C:x
2

4 +
y2
3 = 1,F2(1,0)是右焦

点,P是椭圆 C外一点,过点 P 作椭圆 C 的切线,切
点是 Q,若 PF2⊥QF2 时,求点 P 的轨迹方程,并求

OP的最小值.
问题 1 解法突破太单一

教师说题时最基本的要求是将题目解出并给出

多种解答,由于本题难度并不大,大部分参赛老师给

出的解答过于单一.笔者以三个角度出发,给出了三

种解答,现呈现如下.

图 1

解析 1:如图 1,设
Q(x0,y0),P(x1,y1),则

切线 l:
x0x
4 +

yoy
3 = 1,kQF2

=
y0
x0 - 1

, 由 于 PF2 ⊥

QF2, 则 kPF2 =
1 - x0
y0
.

(y0≠0,若 y0 = 0,则 Q为椭圆的右顶点,此时 QF2⊥

QP,不合题意),此时 lPF2:y =
1 - x0
y0
(x - 1),联立切

线 l和直线 lPF2:

x0x
4 +

y0y
3 = 1,

y =
1 - x0
y0
(x - 1),

ì

î

í 解得 x1 = 4,y1 =

3(1 - x0)
y0

.即 P点的轨迹为直线 x = 4,而且 OP min

= 4,当 P(4,0)时取到.
解析 2:设 Q(2cosθ, 3 sinθ),P(x1,y1),则切线

l:2cosθ4x + 3 sinθ3y = 1, kQF2 =
3 sinθ

2cosθ - 1,由于 PF2⊥

QF2,则 kPF2 =
1 - 2cosθ
3 sinθ

. ( sinθ≠0,若 sinθ = 0,则 Q

为椭圆的右顶点,此时 QF2⊥QP,不合题意). 此时

lPF2:y =
1 - 2cosθ
3 sinθ

(x - 1),联立切线 l 和直线 lPF2:则

2cosθ
4x +

3sinθ
3y =1,

y =1 -2cosθ
3sinθ

(x -1),

ì

î

í 解得 x1 = 4,y1 =
3(1 - 2cosθ)
3 sinθ

.

即 P 点的轨迹为直线 x = 4. 而且 OP min = 4,当
P(4,0)时取到.

解析 3:设 Q(x0,y0),P(x1,y1),则切线 l:
x0x
4 +

yoy
3 = 1,由于 P 在直线 l 上,则

x0x1
4 +

yoy1
3 = 1. 因为

PF2⊥QF2,PF2
→ = (1 - x0, - y0 ),QF2

→ = (1 - x1,
- y1),PF2

→·QF2
→ = (1 - x1)(1 - x0) + y1y0 = 0,结合

x0x1
4 +

yoy1
3 = 1,消去 y1y0 可得

1
4 x0x1 - (x1 + x0) + 4

= 0,即( x1 - 4) ( x0 - 4) = 0,由于 - 2≤x0≤2,则
x1 = 4为定值,即 P 点的轨迹为直线 x = 4. 从而
OP min = 4,当 P(4,0)时取到.

评注:说解法是说题的最基本也是最核心环
节,如果解法突破太单一,教师解题能力将不是加
分项,所以一般都会给出多种解答. 但由于说题比
赛的时间限制,说解法时可以强调解题思路,突出
解法的核心步骤,而且核心步骤的给出是决定说题
过程成功与否的关键.

问题 2 背景挖掘不深刻
说题目背景,我们不能只是停留在题目的表

面,而应该更深刻地挖掘题目的背景甚至猜想命题
者的命制过程和意图. 笔者听完了其他参赛老师的
说背景环节,部分老师对本题的背景挖掘如下.

如图 2,延长 QF2 交椭圆于点 T,过点 T 作椭圆

图 2

的切线 TG 交 PF2 所在
的直线于点 G. 设 T(x2,
y2 ), G ( x3, y3 ),则 lTG:
x2x
4 +

y2y
4 = 1,由前面的

做法可知 x3 = 4,即 P、G
交于同一点,P 是准线 x
= 4 的动点.

此时,结论可以统

一为:已知椭圆 C1:
x2

a2
+ y

2

b2
= 1,QT 为过 C1 右焦点
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F2 的焦点弦,分别过 Q、T 作切线 l1,l2,则切线 l1,l2

的交点 P落在定直线 x = a
2

c 上,且 PF2⊥QT.

解析:设 P(x0,y0),则 lQT:
x0x
a2
+
y0y
b2
= 1,由于 lQT

过右焦点 F2(c,0),则 x0 =
a2
c ,即 P(

a2
c ,y0)落在定

直线即椭圆的准线上. 另一方面 kQT = -
x0
y0
b2

a2
=

- b
2

c .
1
y0
,kPF2 =

y0
a2
c - c

= c
b2
y0,所以 kQT·kPF2 = - 1,

即有 PF2⊥QT成立.
参赛的老师当中,也有将本题的背景极点极线

介绍出来的.笔者说题时也用了两分钟的时间简单
介绍了极点极线的基本理论及本题与该理论相关
的结论.笔者对于该题的背景部分的展示如下.

极点极线理论:已知椭圆
x2

a2
+ y

2

b2
= 1,点 P(x0,

y0),点 P对应的极线为
x0x
a2
+
y0y
b2
= 1.

(1)如图 3,当 P(x0,y0)为椭圆上的点时,极线
x0x
a2
+
y0y
b2
= 1 为过 P(x0,y0)的椭圆上的切线.

(2)如图 4,当 P( x0,y0 )为椭圆外的点时,过
P(x0,y0)作椭圆的两条切线 PA,PB,两切点的连线

AB即极线
x0x
a2
+
y0y
b2
= 1.

(3)如图 5,当 P(x0,y0)为椭圆内一点时,过 P
作两条弦 AB、CD,分别过 A,B和 C,D作椭圆的切线,

交于 G、H,则 GH所在的直线即为极线
x0x
a2
+
y0y
b2
=1.

图 3
 

图 4

图 5
 

图 6

图 7

  更一般地,如图 6,过
P(x0,y0)作椭圆的两条割

线 AB, CD,则极线必定是

AC,BD 的交点 Q 与直线

AD,BC 的交点 R 的连线

QR,即 QR 所在的直线方程

为
x0x
a2
+
y0y
b2
= 1. 记 QR 与

AB,CD的连线的交点为 M,N,则 M,N 满足
AM
MB =

AP
PB,
DN
NC =

DP
PC,P,A,M,B 与 P,D,N,C 为调和点列.

特别地,如图 7,当 AD∥BC 时,点 P(x0,y0)对应的

极线过 AC,BD所在直线 l的交点 Q,且 l∥AD.
实际上,P,Q,R构成自极三角形.针对本题,极

点 F2(c,0),极线即为椭圆的准线 x = a
2

c .且当极点

为 P时,极线为直线 QT.
评注:题目的背景是解题者思路灵感的基础,能

准确把握题目的背景,才能准确突出题目的重点.本
题的背景是极点极线理论,若教师能准确说出题目的

内涵或来源,则能充分体现出该教师深厚的功底.
问题 3 变式延伸不充分

笔者在挖掘出题目的背景后,将此题在其背景

下作进一步的延伸,即将本题的背景延伸到抛物线

和双曲线中.

图 8

延伸模型一: 如图 8,
已知抛物线 C2:y2 = 2px,AB

为过抛物线焦点 F( p2 ,0)

的焦点弦,分别过 A、B 作切

线 l1,l2 交于点 Q,则 Q 点

落在定直线 x = - p2 上,且

AB⊥QF.
解析:设 Q(x0,y0),则 lAB:y0y = p(x0 + x),由于

lAB过右焦点 F( p2 ,0),则 x0 = -
p
2 ,即 Q( -

p
2 ,y0)

落在定直线即抛物线的准线 x = - p2 上.另一方面,

kAB =
p
y0
, kQF =

y0
- p2 -

p
2

= -
y0
p ,所以 kQF·kAB =

- 1,QF⊥AB成立.

延伸模型二:如图 9,已知双曲线 C3:
x2

a2
- y

2

b2
=

1,AB为过双曲线焦点 F2(c,0)的焦点弦,分别过 A、
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图 9

B作切线 l1,l2 交于点 Q,则

Q点落在定直线 x = a
2

c 上,

且 AB⊥QF2 .
解析:设 Q(x0,y0 ),则

lAB:
x0x
a2
-
y0y
b2
= 1,由于 lAB过

右焦点 F2 ( c,0),则 x0 =
a2
c ,即 Q( a

2

c ,y0 )落在定直

线即抛物线的准线 x = a
2

c 上.另一方面,kAB =
x0
y0
·b

2

a2

= b
2

c ·
1
y0
,kQF2 =

y0
a2
c - c

= -
c·y0
b2
,所以 kQF2·kAB =

- 1,即有 QF⊥AB成立.
评注:模型一就是著名的阿基米德三角形. 实

际上,进一步我们可以证明 AQ⊥QB. 对于模型二,
同模型一,可以进一步说明 AQ⊥QB.变式延伸的环

节能体现出该教师对于数学知识的联系和迁移能

力,也是教师扎实基本功的直接体现.
问题 4 功能体现不彻底

说题时,最后一个环节是要说题目的功能价

值,即该题考察学生的功能性价值,如检测功能、练
习功能、教学功能等. 参赛老师对该环节不够重视,
甚至一笔带过.笔者在本题背景的基础上提出了几

个变式思考题,在求解的过程中并进一步提出了以

极点极线为背景命制的试题往往伴随着“非对称式

题型”的处理过程.

图 10

题目 已知椭圆
x2
4

+ y
2

3 = 1,点 P 为椭圆上

的一个动点,A1,A2 分别

为左右顶点.
思考题 1 如图 10,

PG 为过左焦点 F1 的焦

点弦,分别过 P、A2 与 G、A1 作直线 PA2,GA1 交于点

T,证明:点 T落在定直线上.
解析:设 lPG:x = my - c,P( x1,y1 ),G( x2,y2 ),

T(x0,y0),则 lPA2:y =
y1
x1 - a

(x - a),lGA1:y =
y2
x2 + a

(x

+ a ). 联 立 lPA2, lGA1 得
x0 - a
x0 + a

=
y2(x1 - a)
y1(x2 + a)

=

my1y2 - (a + c)y2
my1y2 + (a - c)y1

.联立 lPG与椭圆得(m2b2 + a2 ) y2

- 2mcb2y - b4 = 0,则 y1 + y2 =
2mcb2

m2b2 + a2
, y1y2 =

- b4

m2b2 + a2
,两式相除得 my1y2 = -

b2
2c(y1 + y2),代入

化简得
b2y1 + (a + c) 2y2
(a - c) 2y1 + b2y2

= a + ca - c,解得 x0 = -
a2
c .

实际上,由第三部分延伸的极点极线理论可

知,焦点 F1 作为极点时,极线为准线 x = - a
2

c .

图 11

思考题 2 如图 11,
点 Q是椭圆长轴上异于

左右焦点的定点,连接

PQ 并延长交椭圆于点

G,分别过 P、A2 与 G、A1
作直线 PA2,GA1 交于点

T,证明点 T 的横坐标为

定值.
解析:设 lPG:x = ty + m,P( x1,y1 ),G( x2,y2 ),

T(x0,y0),则 lPA2:y =
y1
x1 - a

(x - a),lGA1:y =
y2
x2 + a

(x

+ a ). 联 立 lPA2, lGA1 可 得
x0 - a
x0 + a

=
y2(x1 - a)
y1(x2 + a)

=

ty1y2 + (m - a)y2
ty1y2 + (m + a)y1

.联立 lPG与椭圆得( t2b2 + a2) y2 +

2tmb2y + b2m2 - a2b2 = 0,则 y1 + y2 =
- 2tmb2

t2b2 + a2
,y1y2 =

b2m2 - a2b2

t2b2 + a2
,两式相除得 ty1y2 = -

(m2 - a2)(y1 + y2)
2m ,

代入化简得
(a2 -m2)y1 + (m - a) 2y2
(a2 -m2)y2 + (m + a) 2y2

= a -ma +m,解得

x0 =
a2
m .实际上,由极点极线理论可知,点 Q(m,0)

作为极点时,极线为 x = a
2

m .

图 12

思考题 3 如图 12,点 Q(m,0)是椭圆长轴外

的定点,连接 PQ 交椭圆于点 G,分别过 P、A1 与 G、
A2 作直线 PA1,GA2 交于点 T,证明点 T 的横坐标为

定值.
解析:类似思考题 2,点 Q(m,0)作为极点时,极

线为 x = a
2

m .

评注:近两年的浙江省

高考圆锥曲线题中,以常规

的韦达定理解决往往伴随

着较大的计算量. 因此也引

起了对圆锥曲线题中“非对

称代数式问题”的研究. 笔
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者给出的基于极点极线理论的几个思考题,能让学

生对该类“非对称式代数式问题”题型的处理方法

有更进一步的感悟. 充分体现了该题以及在极点极

线为背景名制的试题的教学功能.
总结反思:研题、说题活动可以加强年轻教师

之间的业务交流,促进年轻教师的专业发展,从而

进一步推进学校教学质量的稳步提升. 笔者从自己

参加的比赛为例,谈了自己对说题比赛的切身体

会,并在总结反思中不断地成长.
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■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

与其说教解法,不如说教想法

———理想的解题教学之我见

江苏省沙溪高级中学 (215421)  谭海洋

  解题教学,是数学教学重要的组成部分. 解题

教学的目的是什么,最直白的说法就是让学生学会

如何解题.于是习题课上,教师们往往十分注重解

题方法的传授,都希望借助一个问题的解决来突破

一类问题的解法,期待通过“一例多练”来达到理想

的教学效果,然而往往事与愿违,虽然有些相类似

的题目在课堂上教师讲了多遍,学生也练了多遍,
但考试中学生对这些题目依然“视若路人”.那么原

因何在? 难道教师重视解法的教学有错? 的确,实
践证明只注重传授解法的解题教学是达不到理想

的教学效果的.笔者倒认为,对于解题教学,与其说

教解法,不如说教想法,教学生“想法”才是理想的

解题教学.本文结合教学案例谈谈自己的看法.
1、引导学生仔细审题,独立思考,说出“想法”
审题,是解题的“前奏”,学生解题失败往往是

因为他们缺乏对题目的认识,缺乏独立思考的能

力,为此教师在解题教学中应引导学生加强审题训

练,有意识的设置思维障碍,有时可以让学生在“形
同质疑”题中“吃点亏”,从内心深处感悟审题的重

要性,并通过对比与思考,说出自己的“想法”.
案例 1 一道函数综合题的解法纠错

高一阶段学习了函数内容后,笔者上了一堂函

数综合应用的习题课,给出了如下题让学生独立

解答.
例 1 已知函数 f(x) = loga(ax2 - x + 2)值域为

实数集 R,求实数 a的取值范围.
在解题前,我要求学生认真审题,再交流自己

的“想法”.
学生 1:本题给出的是一个关于对数函数与二

次函数的复合型函数,我认为只需当 ax2 - x + 2 > 0

就可以使得原函数的值域为实数集 R,于是只需

a > 0,
△ = ( - 1) 2 - 8a < 0,{ 解得 a > 18 .

对于这种解法,几乎三分之二的学生认为正

确,而其余学生则不认同,但说不出所以然来,于是

笔者给出例 1 的变式题:
变式 已知函数 f( x) = loga(ax2 - x + 2)定义

域为实数集 R,求实数 a的取值范围.
定义域为实数集 R就是 ax2 - x + 2 > 0 恒成立,

不就是学生 1 的解答吗? 一字之差,怎么会答案完

全一致呢? 笔者要求学生再次审题,独立思考,并
说出自己的“想法”.

学生 2:学生 1 的解答是错误的,他把定义域为

R当成了值域为 R.我认为值域为 R,并不要求定义

域为 R,而“定义域为 R”也不能保证“值域为 R”,其
实只需内函数 y = ax2 - x + 2 的值域中含有(0,
+ ∞ )即可.我是这样解的:

当 a = 0 时,函数 y = ax2 - x + 2 即为 y = - x +
2,一次函数的值域为 R,含有(0, + ∞ ),符合;

当 a≠0 时,只需
a > 0,

△ = ( - 1) 2 - 8a≥0,{ 解得

0 < a≤18 .综上,实数 a的取值范围是[0, 18 ].

学生 3:学生 2 的解答有瑕疵,本题中的字母 a
同时也是底数,所以它不为零,所以内函数 y = ax2 -
x + 2 不可能是一次函数,无需讨论. 本题的正确答

案应该是(0, 18 ].

至此,例 1 的正确解法已“浮出水面”. 在教师

的引领下,学生不仅注意到审题的重要性,同时也
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