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爱恨交加，定值永存
——高考中的解几问题

◎山东省邹平市第一中学 刘 朋

解析几何的定值问题是历年高考数学命题中的

常见题型与热门题型，更是高考中解析几何问题考查

的一个重点难点，是备受各方关注的焦点之一．解析

几何的定值问题体现了“动”与“静”、“变”与“定”、变

量与定值等之间的和谐统一，有效体现解析几何中相

关知识的综合与交汇．此类问题综合性与趣味性强，

背景创新新颖，内容丰富多变，经常把函数、不等式、

平面向量等其他知识与解析几何融为一体，充分考查

考生的综合能力与应变能力．

一、线段长度定值问题

例1(2020年高考数学新高考卷工(山东卷)第

22题)已知椭圆c：气+鲁一1(口>b>o)的离心率

为等，且过点A(2，1)．

(1)求C的方程；

(2)点M，N在C上，且AM上AN，AD上MN，

D为垂足，证明：存在定点Q，使得IDQl为定值．

分析：(1)根据条件建立关系式来确定相应的参

数值，进而求解椭圆的方程；(2)根据直线MN的斜率

是否存在加以分类讨论，利用直线与椭圆的方程的联

立，通过函数与方程思维的化归与转化，结合韦达定

理的转化与应用，借助直线垂直所对应的向量的数量

积为0来建立关系式，进而确定参数之间的关系，得以

判断直线MN过定点，利用直角三角形的性质，斜边

中点到直角顶点的距离为斜边长度的一半来确定定

值，进而利用中点坐标公式来确定定点即可．

f詈一譬，
解析：(1)由题意可得{4．1 ，解得以2—6，

l≯十萨爿’
IⅡ2一b2+c 2，

b2一c 2—3，故椭圆C的方程为÷+每一1．

(2)设点M(zl，Y1)，N(z 2，y 2)．

因为AM-_AN，则有AM·AN一0，即(z，一
一——-，}——————--，’

2)(z 2—2)+(y，一1)(y 2—1)一0． ①

(i)当直线MN的斜率存在时，设方程为Y=kx

+m，如图1，代入椭圆C的方程每+每1，消去∥并
甲。 1，一

O 0

整理可得(1+2尼2)z 2+4kmx+2m2—6一O，则有z1

h一嵩m一筹．②十z2一一r砑’zlz 2一丁干万‘吲
结合Y，=kx。+m，y z=kx z+m，代入①并整理

可得(1+是2)zlz 2+(kin--k--2)(z1+z 2)+m 2--2m

+5一。，将②代入，可得(1+忌2)·孚车嘉+(愚m一是

一2)(_羔)+m 2—2m+5一o，整理化简有(2是+
3m+1)(2k+m一1)一o，而点A(2，1)不在直线MN

上，则2尼+m一1≠0，可得2尼+3m+1一o，于是直线

MN的方程为Y一是(z一号)一了1，此时尼≠1，所以直

线MN过定点E(三3，一÷)．
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(ii)当直线MN的斜率不存在时，可得N(x，，

一Y，)，如图2，代入①可得(z，一2)2+1一Y；一o，结

合孕+学一1，解得z，一2(舍去)或z，一了2，此时直线

MN也过定点E(三3，一÷)．
由于l AE l为定值，且／kADE为直角三角形，AE

为斜边，所以线段AE的中点Q满足l DQ l为定值：线
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段AE长度的一半丢·√(2一号)‘+(·+÷)‘一

竽，由于A(2，1)，E(号，一÷)，故由中点坐标公式
可得Q(÷，了1)，故存在定点Q(号，i1)，使得
lDQl为定值．

点评：解决此类解析几何中的线段长度定值问

题，一般运算量大，要注意函数与方程、数形结合、分

类讨论等思想方法的灵活运用．在处理涉及解析几何

中的线段长度为定值的问题时，可以直接计算推理求

出定值，也可以先通过特定位置猜测结论后再进行一

般性证明．

二、面积定值问题

T
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例2 已知F是双曲线c：气一鲁一1(n>0，b>

o)的一个焦点，点P在c上，0为坐标原点．若l OP I—

OF l，试问：△0PF的面积是否为定值?如果是，请

给予证明；如果不是，请说明理由．

分析：根据双曲线的对称性，取点P的其中一个

象限的情况加以分析，结合双曲线的定义以及直角三

角形的性质建立相应的关系式，再利用三角形的面积

公式得以确定定值问题．

解析：依题意，设F为左焦点，F：为右焦点，由

OP l—I OF I，结合对称性，可知点P有四个位置，但

△0PF的面积是一样的，不失一般性，取点P在第一

象限，由于l OP l—l OF l—l OF：l—c，可得PF上

PF。．设I PF l—m，l PF。l一咒，根据双曲线的定义可

得m一扎 2a，又由于m2 4-rl 2一(2c)2 4c 2，可得(m

一”)2 4-2mn一4c 2，整理可得mn一2(c2一a 2)一2b 2，

所以AOPF的面积s一丢s△PFF：一丢×了1 PF I．

PF。l—lmn=百1×26 z一丢6 2，为定值．
点评：其实，以上的定值问题就是一道2019年高

考真题的结论．

(2019年高考数学全国卷Ⅲ文科第10题)已知F
r2 1 7

2

是双曲线c：÷一等一1的一个焦点，点P在c上，o

为坐标原点．若l OP l—l OF l，则AOPF的面积为

( )．

A．导 B．号 c．丢 D．号
结合例题中的定值结论可以很快得出答案：
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△OPF的面积S一÷b2一÷．
厶 厶

故选B．

三、运算关系式定值问题

例3(2019年高考数学全国卷工文科第21题)

已知点A，B关于坐标原点。对称，lAB 4，oM过

点A，B且与直线z 4-2—0相切．

(1)若A在直线．72 4-y—o上，求OM的半径；

(2)是否存在定点P，使得当A运动时，lMA l—

lMP l为定值?并说明理由．

分析：设出点M的坐标，结合题目条件以及圆的

性质，借助勾股定理的转化与应用确定点M的轨迹

方程，(1)利用点在已知直线上确定点M满足的条

件，联立方程来求解，进而得以确定圆的半径；(2)利

用抛物线的方程并结合其定义与几何性质，通过合

理的转化与化归来确定满足条件的定点及对应的定

值即可．

解析：设M(ac，y)，结合oM与直线z4-2 0相

切，可知oM的半径为r—l z 4-2 1．由l AB l一4可得

AO l一2，根据圆的性质可得MO上AO，结合勾股定

理有l MO 2+l AO 2一z 2+y 2+4一r 2一(z4-2)2，

化简可得点M的轨迹方程为y 2—4z．

(1)由于A在直线z4-y—o上，且A，B关于坐标

原点0对称，则知点M在直线y—z上，那么将y—z

代入y2—4cc，可得z 2—4at，解得z一0或z一4．

所以④M的半径r一2或r一6．

(2)存在定点P(1，0)，使得lMA I—lMP I为定

值．理由如下：

由于y 2—4ac是以点P(1，o)为焦点，以直线32

一一1为准线的抛物线，则有lMP l—z+1，而结合抛

物线的定义有IMA I—IMP I—r—IMP I—z 4-2一

(z+1)一1，所以存在满足条件的定点P(1，o)．

点评：涉及解析几何中的关系式定值问题，经常

以和、差、积、商等运算加以合理组合，涉及线段的长

度、平面图形的面积等元素，破解时可以采取数形结

合思想，抓住曲线的定义、几何意义等加以合理转化，

利用函数、方程、不等式等工具，从而得以正确破解．

总之，研究与探索解析几何的定值问题，进而得

以发现解析几何中相互元素(ig括点、直线、圆、圆锥

曲线等)之问的联系，挖掘内在规律，提升思维深度，

提高解题效率，加强对相关知识的正确理解与深入掌

握，对提升数学解题能力与应用能力，以及增强解题

效益和培养数学核心素养等方面都有效益．圆
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