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  周期性是函数的重要性质之一 ，也是高考数

学的高频考点 .对于经常遇到的一些函数 ，如 y ＝

sin x ，y ＝ sin 2 x ，y ＝ sin 2 x 等 ，我们很容易判

断它们具有周期性并求出其最小正周期 .但这些

函数的组合 ，例如 y ＝ sin x ＋ sin 2 x ，y ＝ sin x ＋

sin 2 x 等 ，是否仍然是周期函数 ？如果是 ，最小

正周期又是多少 ？我们知道 ，两个奇函数（或偶函

数）相加 ，如果新函数的定义域关于原点对称 ，则

新函数仍具有奇偶性 .因此 ，上述问题即变为 ：假

设 f 1 （x ） ，f 2 （x ）都是定义在实数集上的周期函
数 ，F（x ） ＝ f 1 （x ） ＋ f 2 （x ） 是否也是周期函
数 ？

［1］ 对这类问题一些学者已作出系统性的研

究 ，并得到了相应的结论 .本文对函数周期性问题

进行一个简要概述 ，并重点针对三角多项式的周期

性进行解读 ，希望能对读者的数学学习提供帮助 .

由于常值函数没有最小正周期 ，故本文所研究

的函数都是定义在实数集上的连续非常值函数 .

1  两周期函数之和的周期性
引理 1  设 f 1 （x ） ，f 2 （x ）是定义在实数集

M 上的周期函数 ，T 1 ，T 2 分别为它们的周期 ，若

T 1

T 2

为有理数 ，则 f 1 （x ） ＋ f 2 （x ）也是 M 上的周

期函数 .

证明  设
T 1

T 2
＝

p
q （p ，q为整数 ，且 q ≠ 0） ，故

p T 2 ＝ qT 1 ，则对任意 x ∈ M ，有 f 1 （x ＋ qT 1 ） ＋

f 2 （x ＋ p T 2 ） ＝ f 1 （x ） ＋ f 2 （x ） .所以 f 1 （x ） ＋

f 2 （x ）是周期函数 ，周期 T ＝ p T 2 ＝ qT 1 （不一定

是最小正周期） .

这里的 T 可以视为 T 1 与 T 2 的“公倍数” .公

倍数与最小公倍数原是在自然数范围内考虑 ，这

里借用这一名称是为了方便 ，现对其意义作一个

说明 ：若干个实数的公倍数是指同时是其中每个

数的整数倍的数 ，最小公倍数是公倍数中最小的

一个正数 .
［2］

同理可以推出 ，f 1 （x ） － f 2 （x ） ，f 1 （x ） ·

f 2 （x ） ，
f 1 （x ）
f 2 （x ）（ f 2 （x ） ≠ 0）也具有类似引理 1的

性质 .

根据引理1我们可以知道 ，y ＝ sin x ＋ sin 2 x
是周期函数 ，2π 是它的一个周期 .

推论  设 f 1 （x ） ，f 2 （x ） ，⋯ ，f n （x ）都是实
数集 M 上的周期函数 ，T 1 ，T 2 ，⋯ ，T n 分别是它

们的周期 ，若 T1 ，T2 ，⋯ ，Tn 中任意两个之比为有

理数 ，则这 n个函数的和（或差 、积 、商）也是 M 上
的周期函数 ，周期是 T1 ，T2 ，⋯ ，Tn 的一个公倍数 .

对于引理 1与推论有三处需要说明 ：

（1）两个周期函数的和（或差 、积 、商）不一定

是周期函数 ，只有在
T 1

T 2

是有理数的情况下才

满足 .

（2）引理 1只是对两个函数的和（或差 、积 、

商）的周期性提出了一个充分条件 .也就是说两

个非周期函数或者一个周期函数与一个非周期函

数的和（或差 、积 、商）也有可能是周期函数 .例

如 ，f 1 （x ） ＝ sin x ＋ x 与 f 2 （x ） ＝ sin x － x 都不
是周期函数 ，但 f 1 （x ） ＋ f 2 （x ）是周期函数 .

（3）如果引理 1中 T 1 ，T 2 都是最小正周期 ，

则 T ＝ p T2 ＝ qT 1 不一定是 f 1 （x ）与 f 2 （x ）的和
（或差 、积 、商） 的最小正周期 .例如 f 1 （x ） ＝

sin2 x 与 f 2 （x ） ＝ cos2 x 的最小正周期为 π ，但

sin2 x ＋ cos2 x ＝ 1 ，不存在最小正周期 .

从上面可以看出 ，函数的周期性以及最小正

周期是一个很复杂的问题 .这里我们把研究范围

缩小到三角多项式函数 ，并给出一个判断周期性

的充要条件 .

2  三角多项式的周期性
加强引理 1 的条件 ，可以得到如下几个判断

函数周期性的充要条件 .

定理 1  设 f 1 （x ） ＝ sin ω1 x ，f 2 （x ） ＝

sin ω2 x （ω1 ＞ 0 ，ω2 ＞ 0 ，且 ω1 ≠ ω2 ） ，则 f 1 （x ）
与 f 2 （x ）的和（或差 、积 、商）是周期函数的充要

条件是
ω1

ω2

为有理数 .

证明  （充分性）由引理易证 .

（必要性）
［3］设 F（x ） ＝ sin ω1 x ＋ sin ω2 x 为
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周期函数 ，则存在非 0 常数 T ，使得 sin ω1 （x ＋

T ） ＋ sin ω2 （x ＋ T ） ＝ sin ω1 x ＋ sin ω2 x ，即

sin ω1 （x ＋ T ） － sin ω1 x ＝ － ［sin ω2 （x ＋ T ） －

sin ω2 x ］ ，即 2cos ω1 x ＋
ω1 T
2

· sin ω1 T
2

＝

－ 2cos ω2 x ＋
ω2 T
2

· sin ω2 T
2

① ，且对于任意

x ∈ R ，① 式恒成立 .故 sin ω1 T
2

＝ sin ω2 T
2

＝ 0 ，即

ω1 T
2

＝ k1 π ，
ω2 T
2

＝ k2 π（k1 ，k2 ∈ Z ，且 k1 ，k2 都不

为 0） .故 ω1 ＝
2k1 π

T ，ω2 ＝
2k2 π

T ，所以
ω1

ω2
＝
k1

k2

为有

理数 .差 、积 、商的情况也可以类比得到 .

用类似方法可以得到 sin ω1 x 与 cos ω2 x ，

cos ω1 x 与 cos ω2 x ，tan ω1 x 与 tan ω2 x 也具备
类似定理 1的结论 .

根据定理1 ，我们容易判断 y ＝ sin x ＋ sin 2 x
不是周期函数 .

定理 1虽然给出了判断三角多项式是否具有

周期性的一个充要条件 ，但是没有告诉我们它的

最小正周期是多少 .对于一般的周期函数 ，要具体

找出最小正周期并无一般方法 ，但对于常见的三

角多项式 ，可以找到一般方法 .为了更好地得到这

个方法 ，我们先给出一个引理 .

引理 2  若 f （x ）是定义在实数集上的连续
周期函数且 f （x ）不是常值函数 ，则 f （x ）必有最
小正周期 .

证明  假设 f （x ） 没有最小正周期 ，则

f （x ） ≡ f （0） ，证明如下 ：

因为 f （x ）连续 ，故对任意 ε ＞ 0 ，存在 δ ＞

0 ，使得只要 | x′ | ＜ δ ，就有 | f （x′） － f （0） | ＜
ε .因为 f （x ）不存在最小正周期 ，故可以找到

f （x ）的一个周期 T ＜ δ ，对任意实数 x ，存在整

数 n ，使得 x ＝ nT ＋ m ，0 ≤ m ＜ T .因为 | m | ＜
δ ，所以有 | f （x ） － f （0） | ＝ | f （m） － f （0） | ＜ ε .

由于 ε和 x 具有任意性 ，故 f （x ） ≡ f （0） ，这与

f （x ）不是常值函数矛盾 ，故 f （x ） 有最小正
周期 .

定理 2［4］
 设 f 1 （x ） ＝ sin ω1 x ，f 2 （x ） ＝

sin ω2 x （ω1 ＞ 0 ，ω2 ＞ 0且 ω1 ≠ ω2 ） ，若 ω1 与 ω2

是有理数 ，则 f 1 （x ）与 f 2 （x ）的和（或差 、积 、商）

的最小正周期是 f 1 （x ）与 f 2 （x ）最小正周期的
最小公倍数 .

证明  设 F（x ） ＝ sin ω1 x ＋ sin ω2 x ，由定

理 1知 ，F（x ）是周期函数 .设 T 是 F（x ）的一个
正周期 ，要得到 F（x ）的最小正周期 ，相当于求方

程 F（x ＋ T ） ＝ F（x ）的最小正值 .

根据定理 1 的证明知 ，T ＝
2k1 π

ω1

，T ＝

2k2 π

ω2

（k1 ，k2 ∈ Z） ，故 T ＝
k1 · 2π

ω1
＝ k1 · T 1 ，T ＝

k2 · 2π

ω2
＝ k2 · T 2 （T 1 ，T 2 分别是 f 1 （x ）与 f 2 （x ）

的最小正周期） .所以 T 是 T 1 与 T 2 的公倍数 ，根

据引理 2知 ，F（x ）必有最小正周期 .因此 ，T 1 与

T2 的最小公倍数为 F（x ）的最小正周期 .

同理 ，sin ω1 x 与 cos ω2 x ，cos ω1 x 与
cos ω2 x ，tan ω1 x 与 tan ω2 x 也具备类似定理 2

的结论 .

推 论［4］
 设 F（x ） ＝ （a1 sin ω1 x ＋

b1 cos ω1 x ） ＋ （a2 sin ω2 x ＋ b2 cos ω2 x ） ＋ ⋯ ＋

（ak sin ω k x ＋ bk cos ω k x ） ，其中 ω i 是互不相同的

正有理数 ，ai ，bi （i ＝ 1 ，2 ，⋯ ，k）不同时为零 ，则

F（x ）的最小正周期为各项最小正周期的最小公
倍数 .

由此 ，我们可以得出 y ＝ sin x ＋ sin 2 x 的最
小正周期为 2π .

例  求 f （x ） ＝ sin x
3

＋ cos x
2
的最小正

周期 .

解析  由定理 1 知 f （x ）为周期函数 ，且

sin x
3
的最小正周期为6π ，cos x

2
的最小正周期为

4π .由定理 2知 ，f （x ）的最小正周期为 12π .

函数的周期性是一个非常复杂的问题 ，本文

旨在抛砖引玉 ，所研究的内容也仅仅是冰山一角 .

要想了解更多有关周期性的内容 ，还需读者继续

涉猎相关知识 .
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