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围绕“四基”的数学微专题教研

∗

———以椭圆定义教学中的“类比思想”为例

上海复旦大学附属中学　 　 ２００４３３　 　 肖恩利　 张建国

　 　 【摘　 要】 　 如何改进传统教学，落实新课程标准？ 本文以椭圆定义教学中的“类比思想”为例，通过剖析 １７篇

教学设计（实录）中使用的类比对象（或教具），提出我们的思考，即要抓住数学的本质，使用恰当的数学语言和模型

描述问题；另一方面，围绕“四基”，将教学以微专题形式进行解剖，寻找最佳的教学方法．
【关键词】 　 椭圆；细绳实验；Ｄａｎｄｅlｉｎ球；类比；“四基”；微专题

　 　 随着新课程标准的落地和新教材的推出，“核心

素养”“四基”“四能”等概念已深入人心．如何理解新

课程标准的理念并贯彻实施新课程标准的要求，成为

一线教师亟待解决的问题．在研究课程标准，改进教

学实践的过程中，我们逐步认识到，学习标准的关键

是要有主线，实践标准的关键是要有抓手．抓手是什

么？ 这是本文要讨论的问题．
新课程标准指出，数学教育引导学生“会用数学

眼光观察世界，会用数学思维思考世界，会用数学语

言表达世界”，这“三会”是数学教育的终极目标，其中

数学思维的主要表现是逻辑推理．在此基础上，新课

标把“三会”具体化，赋予其核心素养的内涵，其中，逻
辑推理“是数学严谨性的基本保证，是人们在数学活

动中进行交流的基本思维品质”，包含归纳、类比、演
绎等形式．为了更具体地将培养数学核心素养的理念

贯彻到数学教学中，新课标将传统数学教育中的“双
基”发展为“四基”，凸显了数学基本思想的重要性，使
数学思想成为贯穿于高中数学内容的“灵魂”．史宁中

教授指出［２１］，“推理”是数学基本思想的要素之一．因
此，我们认为：实践新课标的抓手是数学思想．为此，我
们需要重新梳理传统数学教学，理清数学思想的脉

络，并由此来重组数学教学，以期学生在整体上把握

数学内容，形成良好的数学认知结构．下文以椭圆定

义教学中的“类比思想”为例详细阐明我们的思考过

程．当然，以下的一些思考仅仅是笔者的一些拙见，如
有不当，请予以指出．

我们知道，“椭圆及其标准方程”在解析几何的学

习中具有承前启后的功能．一方面，在学习椭圆之前，
学生已经初步掌握了研究解析几何问题的基本方法，
学习了直线和圆这两个基本的曲线，而椭圆的定义和

部分几何性质与圆有高度的类似性，利用圆的某些性

质可类似得到椭圆的相应性质，此为“承前”；另一方

面，椭圆的研究方法最大化地反映了解析几何的本

质，即用代数方法研究曲线的几何性质，这是研究圆

锥曲线的基本方法之一，椭圆的学习为接下来学习双

曲线、抛物线提供了基本模式和理论基础．进一步，由
于圆锥曲线的统一性，利用椭圆的某些性质可类似得

到双曲线和抛物线的相应性质，此为“启后”．从这个

角度看，“椭圆”的学习连通了解析几何的基础理论与

圆锥曲线的核心内容．
另外，“椭圆及其标准方程”的学习有三条主线，

一是“内容主线”，即椭圆的定义、性质、标准方程，以
及直线与椭圆的交点问题；二是“思想方法主线”，包
括坐标法、类比等；三是“核心素养主线”，如“数学抽

象”（椭圆定义的形成）“直观想象”（椭圆对称性的分

析）“数学运算”（椭圆标准方程的推导）． 而在这三条

主线中，“思想方法主线”正是前述椭圆“连通功能”
的基本途径，其中“类比”的功能尤为关键，其关键性

不仅体现在椭圆与圆的类比过程中，也体现在椭圆与

双曲线和抛物线的类比过程中，可以说，“类比”是椭

圆学习过程中的灵魂．
为了研究“类比”在椭圆定义教学中的使用情

况［９，１０］，也为了做好实施新教材的准备，我们以“椭
圆”和“教学”为主题搜索了中国知网，得到了 ２６５７条
结果，从中随机抽取了 ２０１８年到 ２０２０年发表的 ２０篇
文章，并就其中的 １７篇文章进行了重点研究，研究的

内容围绕引入椭圆定义的类比对象或教具展开，包括

生活情境（如油罐车截面、鸡蛋截面等）、自然科学（如
卫星轨道等）、数学实验（如椭圆规、折纸、细绳实验

等）、数学对象（如圆、平面截圆柱（锥）、Ｄａｎｄｅlｉｎ戴德
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林球等），得到了下面的表格：

统　 计　 指　 标 相应文章数量 文章编号

教材版本

苏教版 ５ ［１］［２］［５］［１２］［１８］

人教版 １０
［３］［４］［６］［８］［１１］
［１３］［１５］［１６］［１７］［１９］

北师大版 １ ［１４］

类比对象或教具

油罐车横截面、鸡蛋截面、倾斜水杯水面、
卫星轨道、扁圆、镜子等

１１
［１］［２］［３］［４］［５］［８］
［１１］［１４］［１７］［１８］［１９］

圆 ６ ［３］［６］［１１］［１３］［１５］［１８］

细绳实验 １０
［２］［３］［５］［６］［１１］［１３］
［１５］［１７］［１８］［１９］

折纸 ２ ［１２］［１９］

几何直观
平面截圆柱（锥） ５ ［３］［８］［１１］［１６］［１９］

Ｄａｎｄｅlｉｎ球 ５ ［２］［８］［１６］［１８］［１９］

　 　 从上表中可以看出，在引入椭圆定义的环节中，
所有的教学设计都采用了“类比”的方式，其中以生活

情境和细绳实验居多，这是可以理解的，因为生活情

境具有起点低，容易观察和理解等特点．根据教学经

验，按照理解的难易程度，将上述类比对象从易到难

排序，结果依次为：生活情境、自然科学、平面截圆柱

（锥）、细绳实验、Ｄａｎｄｅlｉｎ球、折纸．这也与人们对椭圆

认知的历史过程基本一致．但就具体的类比对象而

言，其类比价值的高低、引入时机的把握等问题，还是

值得进一步探讨的．
问题 １　 借助生活情境，要合情合理，更要深入

考证．
我们知道，“抽象”是数学的基本特征之一，其思

维过程是从一组对象中，抽取最本质的数学特征，进
而形成概念，并且运用概念进行数学推理和逻辑判

断．那么，油罐车的截面、鸡蛋的截面的数学特征是什

么？ 它们与卫星轨道的数学特征是否一致？ 卫星轨

道遵循严格的自然规律和数学规律，其形状为椭圆，
尚可理解．而油罐车为人造物，且造型不一，横截面一

般有圆形、椭圆形、方圆形等（详细技术要求可参见文

［２２］），将其作为椭圆的类比对象似乎没有科学依据．
一般说来，人们对椭圆的认知应该和我国古代人的理

解很相似，在古代，“椭”是“长圆形”的意思，如《史记

·平淮书》中记载“三曰复小，椭之”．以油罐车罐体横

截面作为椭圆的类比物，实际上关注的主要是其“扁”
的特征，这与数学意义上的椭圆还是有较大距离的．

鸡蛋的截面是否与椭圆有可类比性？ 生活经验

告诉我们，鸡蛋的横截面边界应该接近于圆，而纵截

面边界应该接近于数学中的卵形线，以鸡蛋的截面边

界作为椭圆的类比对象，不如用圆来类比，更加直接，

更加明确．其他生活对象如镜子、倾斜水杯中的水面、
光线下篮球的投影等， 都需要教师在对象的数学特

征描述上进行仔细地推敲．文章［８］以下面的醒酒杯

中的水面作为类比对象，似乎有些欠妥．
总之，借助于生活情境开

展概念教学，要注意情境的合

理性和科学性，要能够真正引

导学生进行抽象思维．
问题 ２ 　 用“圆”类比椭

圆，关键要选准类比角度

“圆”与“椭圆”具有一定

的类似性，虽然把“圆”说成“一种特殊的椭圆”是不

准确的，但就类比的功能来看，“圆”还是有其独特的

效果的．当然，由于教学处理的问题，这种类比会存在

一定的争议，如文［８］指出：
不少老师处理方式是类比画圆的方法，从一个定

点（圆心），变为两个定点，过渡到教材中的实验．然
而，经过调查和多年来教学实践发现，学生对此是非

常疑惑的，为什么定点是 ２ 个，而不是 ３ 个？ 为什么

是距离之和，而不是距离之差呢？ 显然这些疑惑是不

能忽视的，因为这些疑惑正是对椭圆知识发生过程的

疑惑． 实际上这种目的性非常强的探究是意义不大

的，学生难免会产生疑问，为什么要观察这两条线段

之和？ 不能是差？ 或者是积或者商？ 更甚至，几何中

常常通过距离和角度来刻画相对位置关系，那么将这

个实验抽象为平面内点、线关系之后，动点 Ｍ 在运动

变化过程中，不但线段长度发生了变化，还有角度也

发生了变化，为什么不研究角度之间的关系呢？
这种说法合理吗？ 笔者愚见，还是值得讨论的．

使用类比方法的基本原则是“就近原则”，也就是根
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据不同对象之间的类似特征，通过逻辑推理，由对象

Ａ的性质得到对象 Ｂ的相应性质，因此，两个对象的

类似特征才是使用类比方法的出发点．我们知道，圆
的本质属性是“定点”和“定长”，与“角度”是完全不

同的特征，何谈类比？ 至于为何不研究差、积或商，
或者定点个数为什么不是 ３个，而是 ２ 个，这就涉及

到推理的基本原则———先易后难．相对于“和”（加数

与被加数可交换）而言，“差”（减数与被减数不能交

换）和“积”（代数式次数较高）是两个难度稍大的运

算，而“商”，学生在学习直线和圆的时候，已经有所

接触．另一方面，点数的增加，意味着约束条件的增

加，相应地，问题的描述难度、解决方法的复杂程度

等可能大大增加，这又偏离了中学数学的学习要求．
更何况，与到若干个点的距离满足一定条件相关的

几何问题，学生并不陌生，如到两个定点距离相等的

动点轨迹是中垂线，到三角形三个顶点的距离相等

的点是三角形的外心等．所以，笔者认为上面的说法

并不能否定圆的类比功能．实际上，只要教师引导学

生选准类比角度，用圆作类比还是兼具起点低、易观

察、易理解和科学性等优点的．例如，若将圆等曲线

的关键信息制成下面的表格：

到 ｎ个点的距离 条件 轨迹

１ 等于正常数 圆

２ 相等 中垂线

？ ？ ？

　 　 则从第一列和第二列的角度来看，都有类比或者

拓展的可能性，学生可以提出各种各样的想法，只要

教师进行适当的说明和引导，这对于培养学生的数学

抽象、直观想象等核心素养还是大有裨益的．
问题 ３　 要充分重视“平面截圆柱（锥）”“Ｄａｎｄｅ-

lｉｎ球”等模型的功能，但要明确定位，选准时机

一般认为，椭圆定义的发展历经 ２０００多年［７］［１６］，
从古希腊人在圆柱或圆锥的截口中发现椭圆到阿波

罗尼斯在《圆锥曲线论》中采用了截线的定义，从洛必

达将椭圆定义为“平面上到两个定点的距离之和等于

常数的动点的轨迹”到 Ｄａｎｄｅlｉｎ通过利用两个内切球

推导出椭圆的性质，从而统一了两个定义．而现行教

科书上呈现的只是其丰富的发展历史的一个轮廓．因
此，还原历史，让学生体验椭圆定义的“发生与发展”
也是一种教学设计的出发点，这样的教学设计往往从

平面截圆柱（锥），或 Ｄａｎｄｅlｉｎ 球开始，分析图形的几

何性质，形成椭圆的定义，如文［２］、文［８］、文［１８］和
文［１９］．这样的处理需要学生对平面、球等几何对象

的特征有基本的认知．但仔细研读这些教学设计就会

发现，在完成椭圆定义之后，平面截圆柱（锥）、Ｄａｎｄｅ-

lｉｎ球就不见踪影了．打个比方，这两个几何对象是“介
绍人”，甲（学生）与乙（解析几何）通过“介绍人”的介

绍而熟悉之后，“介绍人”就隐身了．也就是说，在解析

几何的本体知识中，这两个几何对象的存在感是比较

微弱的，这是为什么？ 这与平面解析几何的本质相关．
平面解析几何的本质是用代数方法研究平面几何问

题，而这两个几何对象的处理使用的是传统立体几何

的方法，相比较于细绳实验，其在研究椭圆几何性质

过程中的功能性会有所减弱．因此，这样的处理是否会

冲淡平面解析几何的教学主题？ 这是一个值得探讨

的问题．
在上面列举的 ４篇文章中，文［１８］和文［１９］使用

了圆锥中的 Ｄａｎｄｅlｉｎ 球模型，文［２］、文［８］、文［１８］
都使用了圆柱中的 Ｄａｎｄｅlｉｎ 球模型．应该说圆柱的

Ｄａｎｄｅlｉｎ球是 Ｄａｎｄｅlｉｎ 球的简化版本，但从进一步学

习双曲线和抛物线的角度来看，该模型无法导出双曲

线和抛物线的情形，“不足以说服学生消除‘如何类似

地得到双曲线和抛物线的定义’的疑问” ［２０］，也就是

说，圆柱的 Ｄａｎｄｅlｉｎ球模型在学生学习双曲线和抛物

线时会造成一定的困扰，学生更多地会感叹这种模型

的巧妙，却无法体验基本的数学思想方法．因此，Ｄａｎ-
ｄｅlｉｎ球应以何种形式何时呈现给学生，也是值得探讨

的问题．以笔者愚见，平面截圆柱（锥）和 Ｄａｎｄｅlｉｎ 球

蕴含着丰富的历史文化内涵，如果将这方面的内容定

位于圆锥曲线定义之后的数学史或数学文化介绍，是
否可行？

以上就是我们在梳理椭圆定义教学中，针对“类
比思想”的一些思考，当然，这些思考还要结合具体的

学生和学习情况．从更广义的角度看，“类比思想”是
创设教学情境的一种常用方法，这就要求教师要抓住

数学的本质，围绕数学中重要的、本质的概念、原理和

解决问题的思维方式来提出问题，使用恰当的数学语

言和模型描述问题．另一方面，围绕新课标提出的“四
基”，从吸收传统教学的优秀经验，重新梳理教学内容

的角度看，还有大量类似的问题值得我们思考和研究．
我们认为，微专题的方式是一种有效的方式．围绕同一

个教学内容，将不同的教学组织方式按照微专题进行

解剖，提炼共同的数学思想，寻找最佳的教学方法，是
学习和实践新课程标准的永恒课题．
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高三数学深度学习的施教策略探讨
∗

江苏省木渎高级中学　 　 ２１５１０１　 　 李雅萍

　 　 【摘　 要】 　 理解认知、高阶思维、整体联通是深度学习的三大特征．针对这三大特征，高三数学教师在教学中沿

着这三个方向去开展教学，可引导学生深入思考问题的本质，建立恰当的联系，在解决问题时能准确选用最高效的

策略．
【关键词】 　 高三数学；深度学习；施教策略

　 　 “高三是炒冷饭”“讲了很多遍学生还是不会”，
这是高三老师普遍会遇到的问题．学生通过高一、高
二对新知识的学习，以量的方式获取了高中数学分

散的、零碎的知识．他们大多数能够理解单一的知

识，也知道这些知识之间存在的某些简单联系，但是

往往不能找到那些藏在背后的复杂和深层联系．所
以学习层次还停留在浅层学习．相关研究发现，相比

浅层学习，那些使用深度学习法的学生记住所学内

容的时间更长久，能更快地整合信息并表达，有更好

的创新思维能力，学习的效益更高．
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