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新课程提倡问题探究
.

探究 问题 时
,

学生会尽可

能地调出脑中已储备的数 学知识与方法试着来解决

问题
,

尽管很 多情况下不一定能成功
,

但在这个试的

过程中
,

学生就会有许多感悟
.

接下来再将 自己 的想

法与其他同学或老师的做法进行比较
,

学生将会有新

的感悟
.

在这样不 断的感悟 中
,

学生 的能力就有 了提

升
.

由此可知
,

问题探究是提升学生数学能力 的有效

途径之一
,

因而教学 中给出一些有价值的问题来引领

学生显得尤为重要
.

纵观以前 的探 究 性 问题
,

基 本 上为
“

是 否 存在

型
” ,

即探求满足题意的某个量是否存在
,

存在的就求

出来
,

不存在的请说 明理 由
.

显然这种单一形式 的探

究性问题已满足不了新课程的教学 与测试的需要
,

教

师迫切希望看到一些形 式多样而又新颖适用 的探 究

性问题
.

为此
,

我们可 以做些 探索
,

对身边 的一些 常规题

目进行改编
,

使其成为探究性 问题
.

在最 近的一次全

县高三联考命题时
,

笔者试着将几道常规题 目进行 了

变式
,

使其有 了一些探究题的味道
,

没想 到这一点点

的初探与思考竟得到了充分 的肯定
,

师生们普遍反映

试题
“

新
”
而

“
活

” ,

能力要求很高
,

体现了新课程理念
.

下面笔者就把一些题目的变找方法与思想展示 出来
,

以期抛砖引玉
.

1 去掉结论
,

使得问题的指向性不明
,

可形成

一道
“
结论探究型

”
问题

例 l 如图 1
,

在△ A B C 中
,

A B 土 A C
,

A D土 B C
,

D 为垂足
,

则 A了 一 B D
·

B C ( 射影定理 )
.

改编前 :
类似有命题

:

在三棱锥 -A B C D ( 图 2) 中
,

A D 土平面 A B C
,

A O 土平 面 B C D
,

O 为垂 足
,

且 O 在

△ B CD 内
,

则 S久朋
。
一 S△。

·

S△二
D

.

该 命 题

是 ( )
.

A
.

真命题

B
.

假命题

C
.

增加
“
A B 土 A C

”
的条件才是真命题

D
.

增加
“
三棱锥 --A B C D 是正 三棱锥

”
的条件才

是真命题

改编后 : 如 图 2 所示
,

在 三棱锥 -A B C D 中
,

A D

土平面 A B C
,

A O 土 平 面 B C D
,

O 为垂 足
,

且 O 在

△ B C D 内
.

类 比 射 影 定 理
,

试 探 究 S △BA
c 、

S △
coB

、

S △` D这三者之间满足怎样的关系式

_
.

解析 : 如 图 3 所 示
,

连 结

D O 并延 长 交 B C 于点 E
,

连

结 A E
.

因 为 A D 土 平 面

A B C
,

所 以 A D 土 A E
.

而 A O

土 平 面 B C D
,

所 以 A O

土 D E
,

则 在 △ A E D 中 运 用

射影定 理得 A 尸 一 E O
·

E D
.

从而
,

1 _ _
`

_
、 2 ,

1 一 ~ 一~ 、 , 1 一~ 一 ~ 、

(言
`

” c
`

AE )
一
(言

’

” c
’

OE )
’

(言
`

“ c
’

DE )
,

即 S久BA
。 一 S△ coB

·

S △、 D
.

评注 : 去掉结论往往会 增大题 目的难度
,

因而这

种变式方法通常用在类 比型的问题中
.

2 肖叨弱条件
,

反过来由结论探求某个条件
,

可

形成一道
“

条件探究型
”
问题

例 2 如 图 4
,

已知 A B C D 是矩形
,

A D 一 4
,

A B

Gz君

E
B D

CF图
图 1

一 2 ,

E
、

F 分别是线段 A B
、

B C 的中点
,

尸A土平面 A B
-

C D
.

( 1) 求证
:
尸 F土 F D ;

改编前 : (2 )设点 G 在

远劝尹
- - - -

一之涛。
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尸A 上
,

且 尸G一 3 G 月
,

求证
:
E G // 平面 尸F .D

改编 后 : ( 2) 设 点 G 在 尸A 上
,

且 E G // 平 面

尸F D
,

试探究点 G 的位置
.

解
: ( 1 ) 略 ;

( 2) 过 E 作 E H // F D 交 A D 于 H
,

则 E H // 平面

P F D
,

且 A H
1

,

_

-
一产八刀
4

再过 H 作 H G // 尸D 交 尸A 于

G
,

则 G H // 平面 尸 F D
,

且 A G
1 一

`

一— 厂八
4

连结 E G
,

由 E H // 平 面 尸 F D 且 G H // 平 面

尸F D
,

知平面 E H G // 平面 尸F D
,

则 E G // 平面 尸 F .D

从而点 G 满足 A G
1 一

,

- 一厂 厂八
。

4

( 4 )r 为多少时
,

磁盘具有最大的存储量 ?

解
:
( l) 这张磁盘可用来存储信息的磁道数最多

可达尽二工条
.

( 2) 为获得最大 的存储量
,

最 内一条磁道必须装
、

~
·

~ 一
, 、

一
. , , . , .

二
、 I, ,

~ ~ 一
、 .

2井 r

满
,

故每磁道上的比特数最多可达汾
·

_ 、

_
、 ,

~
_ 一 二 。

、 ,

一 一 。
、 , , 、

R 一 r Z皿 r

( “ ) 因为该磁盘的总存储量为 f(
r ) 一 竺蔽二

’

汾
一红

. :

(R 一 : ) 一丝
.

(一 : 2

+ rR )
,

它是关于
;
的二

刀 Zn 刀 Zn

次函数
,

从解析式上可 以看 出
,

不是 r 越小
,

磁盘的存

储量越大
.

评注 : 习惯 了正 向的推理 与验算
,

这种 变式 手法

可培养学生的逆 向思维能力
.

3 增设台阶
,

将难题变得容易些
,

可形成一道
“
多步探究型

”

问题

例 3 [背景知识 ] 计算机把信息存储在磁盘上
,

磁盘是带有磁性介质的圆盘
,

并 由操作系统将其格式

化成磁道和扇区
.

磁道是指不同半径所构成的同心 圆

, , 、

。 二
, , , 、

_ 2 7r

戈任 j l立 I / 习 J 气 r 少
一—刀王n

·

( 一 2 : + R )
,

由厂 ( : ) 一 。
,

得
r -

R
; 子

.

白
乙

_

R
_ ,

r
久

二犷叮乙

f
,

( · ) > 。 ;
当

· >
普
时

,

了
/

( · )

响场,、、一,
.

尸一口曰口一一勺一产弄/̀、、、、ù一图
轨道

,

扇区是指被圆心角分割成的

扇形 区域
.

磁道上的定长 的弧可作

为基本存储单元
,

根据其磁化与否

可分别记录数据 O 或 1
,

这个基本

单元通常称为 比特
.

磁盘的构造如

图 5 所示
.

为了保障磁盘的分辨率
,

磁道之 间的宽度不得小

于 m
,

每 比特所 占用的磁道长度不得小于
n

.

为了数据

检索的方便
,

磁盘格式化时要求所有磁道具有相同的

比特数
,

最外面的磁道不存储任何信息
.

磁盘 的存储

量一存储信息的磁道数 x 每磁道的比特数
.

改编前 :
现有一张半径为 R 的磁 盘

,

它的存储 区

是半径介于
r 和 R 的环形区域

.

( 1) 是不是 r 越小
,

磁盘 的存储量就越大?

( 2 )r 为多少时
,

磁盘具有最大的存储量 ?

改编后 : 「问题探究〕现有一 张半径为 R 的磁盘
,

它的存储区是半径介于
r 和 R 的环形区域

.

(注
:

以下

讨论时
,

结果不要求一定取整数 )

( 1) 这张磁盘可用来存储信息 的磁道数最 多可达

多少条 ?

( 2) 每磁道上的比特数最多可达到多少 ?

( 3) 是不是 r 越小
,

磁盘的存储量就越大 ?

_
, . _ , .

R
_ , _

、 ,

二 ~ 一 ~
, , ,

_

一 一 。 ~ 。

< 0
.

因此
,

当
: 一答时

,

磁盘具有最大 的存储量
,

且最
、 ” .

~ ~ ~
`

2
『

’

切 ’

~ ~
广 、 ’ 刁

~
/ 、 “ 碑 ’ J ’

叭 ~
’

一~
,

一 ~ 。
、 , 兀R

Z

大存储量为笋
一

.

/ 、 . ; , 。

~
/ `

Zm n
’

评注 :
该题源 自 2 0 0 4 年 哈尔滨理工大学数学建

模竞赛试卷
,

后被人教 A 版普通高 中课程标准实验教

科书《数学 (选修 2
一

2 ))) 选用
.

原竞赛题较难
,

但将其化

成多个小题后
,

每小题即是一个提示
,

前为后用
,

步步

铺垫
,

降低了题目的难度
,

增强了题目的可探究性
.

4 变更题意
,

隐藏题 目较为明显的外露特征
,

可形成一道
“

转化探究型
”
问题

例 4 已 知 函 数 f ( x ) 一 了 +
a
l x } + x ,

x 〔 R
, a 任 R

.

一
一 、

_
, 、 . 、

…
_
、 _

1 尸 _

( 1 ) 当 x l ,
x Z e ( o

,

+ co ) 时
,

试 比较 音 〔f ( x
,
)、 一 产

司 ~
上 ’ ~ `

、
、 一

”
` 一 , ’

~ ~
,
人 2

` J “

一 工

+f
(二

2
)均 f( 笠

共
兰兰、的大小

;

\ ` /

( 2 ) 若 不 等式粤仁f ( 工
,
) + f ( 二

2
)〕

乙

对任意的 x l ,
x :
任 R 都成立

,

求
a 的取

改 编 后 : ( 2 ) 当 二 , ,
二。
任 R 时

,

若鲁「f ( 二
1

`

、
二 ~

_ ,
x l

十 x , 、

~
, ,

一 ~ 。
, , 、

~ 一
、
人

十 j 气丸 )J 勺 J { 一一又厂一
.

}阴 人小大 示 勺 以 ) 阴 节化一
\

乙 /

致
,

试探究
a 的取值范围

.

` .
, 、 、

1 二 _ , 、 , , 、 , ~
, , x :

十乃
、 ,

一
, 。 _ , 、

群
: L l )万 LJ Lx l )十 J 气x

:
)J 芳 J I一一万一一 1

·

L过性峪 )
乙 、 乙

/
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( 2 ) 当 二 , ,
二 2

o R 时
,

要[ f ( 二
,
) + f ( 二

2
)〕与

乙

-一一一题逼旬磷
立

.

又当 X l

< 。 <

树华言丝弧
故此时

机
, , x

l

+ x
, 、 ,

_

, _

二
、 ,

_

一 。
, , 、 , 。

~
、 *

~
。 。

~
, *
一

J f 一一万一
-

}四灭小天 杀 勺 气1 ) 阴箱光一玖
,

即 寺 勺「丁
\

`
/

1 尸 , , 、 . , , 、
, ~

, , x ,

十 x Z 、 ~ L
一 ~ 。

下
一

L J Lx l ) 卞 J L x Z 少」笋 J I一一万一一 1河 x l ,
x Z 七 找 但

` 、 `
/

成立
.

_ 1 二 , 、 . , , 、 ,
~

, , x ;
+ x : 、 `

( x
l
一 x Z

)
“

四万 L J 气x
l 少十 J L x Z月 乡: J I , - 万一一 】二二 一

一
一一万一一一

` 、 ` / `

11 ) 当 x ,

+ x Z

< o 时
,

即要求
( x

l
一 x Z

)
2

) 一 Z a及

对 x ;

< 0 < 为 恒成立
,

即 a
) 一

( x
;
一为 )

2

4 x 2
对 二 ,

< o < 为

恒成 立
.

又 当 x l

< 。 < x2 时
,

一

时
a ) .0

( x
:
一 x :

)
’

4 x 2
< O ,

故 此

) 赶 ! x
l

+ x :

I一 ( } x
l

{十 }x
Z

} )〕
.

①若 x l ·
x Z
) o

,

即要求
( x

l
一 x Z

)
2

) a ·

O对 x l ,

二
`

.
, ,

、
、
一

, 。 1 尸 _ , 、 , , , 、
, 。

, / x l

十 x Z

绿上肪还
,

便得万 L J 气x
l ) 十 J Lx Z 少」勺 J l

ee一下 , 一一

` 、 `

x :
任 R 恒成立

,

此时 a 任 R ;

②若 x l ·
x :

< O
,

不妨 设 x l

< O < x : ,

则 要 求

鱼亏
三逻、

! X
l
+ 二 2

,+ 二 ,
一 二 : 。恒成立

.

( ` )当 x1 + 、 、 时
,

即要求毕招华必沁
X l

对

“
。 < 、 恒成立

,

即 · 、 些影逻对
xl < 。 < x2 恒成

的大小 关 系 与 ( l) 的 结 论 一 致 的
a
的 取 值 范 围

为 a ) 0
.

评注 :
改编前学生一看便知是不等式的恒成立问

题
,

而改编后
,

需要对题意进行等价转化
,

增强了问题

的探究性
.

以上仅是笔者对常规题改 编为探究题的变式手

法的一些肤浅思考
,

更多方法还有待于我们在实践 中

不断地加 以探索与总结
.

(上接第 35 页 ) 命题得证
.

( 2 )形如
: “

在
x `
> o

,

`一 1
,

2
,

…
, , ,

且 习 二 一 m 的l一矿1一矿

a 3
( b +

c ) 1
1

1
.

1
下厂 一广— l 一—
0 C a

条件下
,

且 f( 二 ) 镇 k( 或 ) k) 成立
”
型不等式的证明

.

1一产1

~ ~ 1 b
2 1

l叫浏卫下下二尸一下一
一万 ~ 一一一二二 , 下万一节一几戈

o 一 、 a 卞 c ) ,一生 c 一

、 “ 卞 o 夕

b

1
.

t一—C

分析 : 可通过取对数进行转换变成第一种情形
.

例 3 已知 x *
e R 、 ,

*一 1
,

2
,

3
,

一
, 。 ,

艺
x 、
一

从而命题转化为
a ,

b
, 。任+R

1
.

1
,

1 一
、
一

,

一十
下厂十一一 t

,

水址
:

a 口 C

1 1 1

a Z .

b Z e Z 、 3
- - -气尸十

,

一
不十 一一一不万

笋下
~ .

1 1 1 `
①

t 一 —a
t 一万 t 一万

令 f( x) 一
了

t一 X
(0 < x < t)

, ’

: f’ (x ) -
2产

( t一 x )
3 ) 0

,

:
.

f ( x )为下凸函数
.

厂z与 + 沂了李\ + 厂i生、 。 1
.

1
.

1

。 J 、 a ,
护
气 b 声

J 、 C J~
,
,一

一

十 下万寸
.

一
一

。

一
` 多 t } a 白 C

乃
一 `

}

—
t

j

一 f 了粤
\ 0

求证
:

立x(
`
+

去)
)
(n
+

青)
” ·

证明 : 丫 二 、
+ 生> 0

,

欲证
X 诬

立x(
`
+

安)
) (n

+
告)

” ,

只需证

`·

〔立(
二`
+

女)〕)
`·

(
·
+

青)
” ·

②

令 “ 二 , 一 ih

(
X十
告卜

二 任 ` O
,

` ,
,

贝” 厂 ( 二 ,

一竺畏架笋
二些 >0

,

故 fx(
,为严格下凸函数

.’. 工生口土业宁竺不̀丝
) , (

三

李
;

宁
二
丛 )

。

~
,、

一
、 ,

~ 1
.. 山式左边声

; 丁
`

1

— 十
1

.

1
了 十—白 C

_ 3 3

/ 1 1 1 3
剖

才—
`

,—
.

—
.

— 一 —
_

一 Z勺 a b c Z
-

一 ,
(青)

一 `·

(
·
+

青)
,

即

客
`·

(
ix +

女)
)

· ,·

(
· +
青)成

立
,

从而

愈(
瓜十

蚤)
) (n

+

告)
”

成立
·


