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通过探究性学习发展学生向量应用意识①

朱胜强

(南京外国语学校210008)

1问题的提出

向量是近代数学中重要和基本的概念之一，

它既是代数研究的对象，也是几何研究的对象，是

沟通几何与代数的桥梁．自1996年进入高中数学

课程以来，向量已成为高中数学的重要内容．为充

分发挥向量的工具作用，2003年颁布的《普通高

中数学课程标准(实验)》将平面向量与三角函数

设计在一个模块中．《普通高中数学课程标准

(2017年版)》则将相应内容纳入必修课程的主题

三，名称上调整为“平面向量及其应用”，进一步强

调了向量的工具作用．

然而，从多年教学实践所反映的情况看，学生

对向量工具作用的认识似乎未达预期．在学习了

平面向量之后，学生并没有具备良好的用向量工

具解决问题的意识．在后续学习中，有许多可让向

量发挥作用的时机，如两角差的余弦公式的推导，

解析几何中直线与圆的方程的推导及多种解几公

式的推导，正、余弦定理的推导等等，课堂上每遇

这些内容的教学(包括一些公开教学活动)，任凭

教师暗示、点拨，学生就是想不到向量，所学向量

似乎仅限于在考试中取得相应的分数，这当然不

是向量教学的目的所在．提高学生对向量工具作

用的认识，增强思考问题时自觉运用向量工具的

意识，应是向量教学中需要关注的问题．

回观向量教学，以苏教版教材为例，在介绍向

量概念及其运算的同时，也渗透了向量的各种应

用．既有物理背景的，也有平面几何、解析几何背

景的．最后，还专门有一小节介绍向量的应用．但

由于课时所限，如配套的教学参考书中，对平面向

量一章的建议课时是12课时．学习过程中，学生

的主要精力会集中在熟悉向量的各种运算上．等

到对向量全貌有了基本认识后，却又要开始新章

节内容的学习．因此，学生的向量应用意识的淡薄

也就不足为怪了．

要巩固向量教学的效果，让学生感受到向量

有用，自然可以在后续学习中有意识地搭建新知

识与向量联系的桥梁．不过，这样做带有较大的随

意性．除此之外，也可趁热打铁，在学生掌握了基

本的向量知识之后，引导学生开展探究性学习活

动，让他们在原有基础上及时获得更深刻的体验．

2探究问题的设计

注意到向量兼具代数与几何双重属性，平面

几何又是学生具备一定的基础，且是许多学生比

较感兴趣的内容．因此，在内容的选择上，可考虑

以平面几何问题为研究载体．虽然某些平面几何

知识可能已淡忘，但对一些典型问题学生仍会留

有印象．比如，在向量章节例、习题中涉及三角形

重心、垂心、外心等问题时，学生不仅未感到陌生，

而且觉得比其它问题更有趣．所以，从向量的角度

对三角形的“四心”进行研究，既可顾及学生的现

有基础，契合他们的兴趣爱好，也是对向量应用的

一种自然地拓展延伸．

学生只有切实感受到向量工具的长处，才能

提高应用的自觉性．初中平面几何属于欧氏几何，

解决问题时只依据基本的逻辑原理(同一律、矛盾

律、排中律等)，从基本事实(公理)出发，通过演绎

推理，建立几何关系．因此，它给出的几何论证十

分严谨，但往往无规律可循，存在较大思考难度．

用向量工具研究几何问题，则是建立了向量运算

(运算律)与几何图形之间的关系，对图形的研究

① 本文系江苏省教育科学“十三五”规划课题——通过微型探究培养学生数学核心素养的实践研究(B—b／2018／02／78)研究成果

江苏省教育科学“十二五”规划课题——高中数学课堂实现教学目标的问题驱动策略研究(B—b／2015／02／261)后续研究成果；
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借助代数运算来实现．

向量工具解决问题的第一个优点是所依据的

定理法则少．高中阶段，向量法解决问题的基本法

则只有4点：

法则1商+蔚=葡．这个法则可以推广
到多个向量，用来写出许多向量等式；

法则2 向量数乘的意义和运算律，特别是

可以用数乘一个向量来表示和它平行或共线的

向量；

法则3 向量的内积(数量积)的意义和运算

律，特别是互相垂直向量的内积为o；

法则4平面向量基本定理：如果P。，P：是平

面内两个不共线的向量，则对平面内任一向量口，

存在唯一的实数对A1，A2，使得口=AlPl+A2e2．

向量工具解决问题的第二个优点是思考方式

有章可循．用向量方法解决平面几何问题，通常遵

循如下“三步曲”：

(1)建立平面几何与向量的联系，用向量表示

问题中涉及的几何元素，将平面几何问题转化为

向量问题；

(2)通过向量运算研究几何元素之间的关系，

如距离、夹角等问题；

(3)把运算结果“翻译”成几何关系．

从学生的角度看，向量的线性运算、数量积运

算及平面向量基本定理都是他们已经掌握了的．

解决平几问题“三步曲”中，学生最擅长的是第二

步，向量运算．较为困难的是第一步，即用向量表

示几何元素．因此，在进行探究问题设计时，应着

力于学生的薄弱环节．

由此，考虑到了将探究问题设计侧重于用向

量表示三角形的四心，进而提出如下问题：

在△ABC中，记砑=口，C百一6，试以口，6为
基底，表示以C为起点，△ABC的重心、垂心、内

心、外心分别为终点的向量．

3探究过程与结果

设计的探究问题在进行“向量的应用”教学时

给出，供学生课外研究．学生可以自由组合，也可

以独立研究．可以选择三角形“四心”中的某一个

心，也可以对所“四心”展开思考．约定好时间在班

级数学学习群中交流探究成果．

问题给出后，学生意识到，依据平面向量基本

定理，与三角形四个心所对应的向量应该能用基

底表示．但具体怎么表示?都觉得问题并不像教

材例、习题中类似问题那样简单，有一定的挑

战性．

探究的过程中，有些学生遇到难以逾越的障

碍，教师给予适当的指点，并提出一些建议．在截

止时间到来的时候，参与探究的学生公布了各自

研究的成果．

最后，学生推举出了几位代表对集体探究成

果做进一步加工、整理，形成了如下大家认可的探

究结论．

3．1重心的向量表示

如图1，已知△ABC的两条中线AD，BE的

交点为G．记荫=口，蔬=6，试用口，6表示葩．

设苟=枷+曲，因为D是cB中点，

所以历=专6，同理魂=丢口．

由葡=(m一1)口+柚，西方=口一妻6，

前=枷+(行一1)6，髓一妻口一6，

得崽=
解得r卜此可得蕊一号口+扣解得{ f由此可得蕊一号口+÷6·

设F为AB的中点，考虑到苟一号口+专6，所以
亩与商共线．即△ABc的三条中线交于一点G．

交点为H．记荫=n，商=6，试用口，6表示甫．
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∥遗
图2

设荫=枷+曲，则
商=宿一蕊=枷+曲一口
=(m一1)口+，西，

荫=虿育一魂=伽+曲一6
=棚+(n一1)6．

因为AH上CB，BH上AC，

所以商庀亩，荫上荫，
故有商·魂=o，荫·商=o．

即怫：拦∞：三：j
．．．。．． fm口·6+，西2=口·6，

化简得{枷z+加．6：口．6．I枷。十加·抄2口·D．

这是一个关于m，行的二元一次方程组，可解得

Im2■孺=百矿’
《

(口·6)(口2一口·6)【俨■孺=百矿‘
故萌=％筹高≯口+

(口·6)(口2一口·6)．■而瓦彳不矿扫·
可以看出，

商与向量(扩一口·6)口+(口2一口·6)6共线．
又商=6一口，下面说明商L密．
为此考虑

[(62一口·6)口+(口2一口·扫)6]·(6一口)．

由于

[(62一口·6)口+(口2一口·6)胡·(厶一o)=

(62一口·6)(口·6一口2)+(口2一口·6)(62一口·6)

=0。

即向量(62一口·6)口+(n2一口·6)6轲垂直，
所以商上窟．因此，△ABc的三条高线交于一
点H．

3．3内心的向量表示

如图3，已知△ABC的两条角平分线AD，

BE的交点为J．记蔬=口，商=6，试用口，6表
示贫．

C

设葫：绷+曲，则
前=葫一蔬=懈+曲一口
=(，，l一1)口+曲．

又向量劢与向量需+需帖一击n+
面b(6一口)共线，

由于一击口+115兰可(6一口)

=一(击+币兰可)n+啊兰可6．
由向量共线定理可得

(m一1’币兰可一行(击+币兰可)=o．
即而兰可m一(击+币兰可)竹=乃兰可；
同理

亩=葫一苟一枷+曲一6—7加+(，l一1)6．

又向卿与向量需+晶聃一击6+
万与(口一6)共线，
由于一击6+雨兰可(口一6)

=南口一c击+南，6，。万可口一‘两十面可’抄’
所以由向量共线定理可得

一(击+啊兰可)m+币兰可(n一1)=o，

即一(击+乃兰可)m+乃兰可行一而兰可．
考虑关于m，“的二元一次方程组

f南m二(击+南)靠一南，
№+南)m+南n=南．
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解得r研静’
【俨同干衙幸阿可‘

所以

苟=可邗‰口+研邗‰6．
易知，葫与向量击口+击6共线，
即C，是么C的平分线．

所以，三角形三条角平分线交于一点．

3．4外心的向量表示

如图4，已知△ABC的外接圆圆心为0，记

魂=口，魂=6，试用口，6表示茄．

设茄=搠+曲，则
万乃=茄一蔬=枷+曲一口=(m一1)口+曲；
亩=茄一魂=枷+曲一6=枷+(n一1)6．
因为O为△ABC的外心，设外接圆半径为r，

所以有I劢I=I葡I=I茄I=r．
所以I(m一1)口+，西l=r；

I脚+(行一1)6 I=r；I枷+曲I=r．

将上面三式两边分别平方，可得

(m一1)2口2+2(m一1)加·6+咒262=r2；①

仇2口2+2m(行一1)口·6+(行一1)262=r2；②

仇2口2+2mm·6+行262一，．2． ③

③一①得(2，，z一1)口2+2加·6=0；

③一②得2瑚·6+(2行一1)62=0．
得关于m，咒的二元一次方程组

I枷2+加·6=÷口2，

{ ：
I舢·6+曲2=÷62．

f 62(口2一n·6)⋯。lm2面虿j丽’
解得{ I=z(6z一口㈨。
【以2爵可=百巧河‘

所以

7魂 62(口2一口·6) 口2(62一口·6) 。cu2不万亡百万河口十孬矿彳丽扫·
4探究成果的再应用

开展本次探究性学习的目的在于发展学生的

向量应用意识，因此，获得探究结论并不是活动的

终极目标．对结果与结果产生的过程进行再思考，

有利于进一步深化学生对于向量工具作用的

认识．

从获得的探究结果看，三角形的每个心所对

应的向量确实都能用给定的基底表示，尽管有些

结果获得的过程需经过一定量的运算，但这些运

算的思路都是明确的．这可从一定层度上消除学

生对于平面向量基本定理的神秘感．认为定理只

是理论上可行，实践上怎么操作并不清楚．会用基

底表示向量，便开启了向量工具应用之门，可有效

提升学生利用向量工具的自信心．

从解决问题的过程看，所涉及的向量知识只

局限于线性运算、数量积运算及相应的运算律，平

面向量基本定理．且对于三角形不同的心，解决问

题的思路也基本一致．

(1)将三角形某心对应的向量用基底线性表

示，其中带有待定的参数；

(2)利用三角形某心的几何特征，得到关于参

数的方程组．这里的几何特征主要是三点共线、互

相垂直、角的相等、距离相等这些最基本的、简单

的几何关系；

(3)解方程组，求出参数，实现将三角形某心

对应的向量用基底表示．

在用基底表示出重心、垂心、外心后，还顺便

用向量法验证了这些心分别是三角形的三条中

心、高线、角平分线的交点．所涉及的向量知识依

旧是向量共线、向量垂直等简单知识．从向量应用

的角度对探究过程进行剖析，可以让学生切实体

会到用向量在解决问题过程中的优势所在．

上述探究活动也可以作为深入开展探究性学

习的新起点．当三角形的“四心”用基底表示后，可

以很方便地研究一些与“四心”有关的问题，也可

能激发学生主动提出一些新的问题．

比如，教材中曾给出关于△ABC重心G的向

量等式葫+商+苟=o．当时许多学生十分好
(下转第51页)
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的”，研究的套路都是相同的，只不过所研究的函

数类型不同．这样做可以让学生从相互联系中深

化知识的理解，掌握三类不同函数的变化趋势和

变化规律及其适用的变化过程，便于学生在选择

适当的函数模型研究变化过程中运用自如．

4．2一般观念引领。注重从内容中提炼数学思想

和方法

章建跃博士指出，一般观念指的是对内容及

其反映的数学思想和方法的进一步提炼和概括，

是对数学对象的定义方式、性质指什么、怎样研究

等问题的一般性回答，是研究数学对象的方法论，

对学生学会用数学的方式对事物进行观察、思考、

分析以及发现和提出数学问题等都具有指路明灯

的作用．本节课的教学中特别注意体现“一般观

念”的指导作用，“回顾”阶段，创设类比情境，回顾

三类函数的相关知识及研究套路；“整理”阶段，把

三类函数的定义、图象、性质进行比较，理解这三

种函数变化模式的区别与共性，从而对“一类函数

是怎样定义的”“函数图象有什么用”、“函数性质

指什么”等问题给出一般性的回答，在此基础上概

括“一类函数是如何研究的，研究的思路、内容、方

法分别是什么”．这样，通过分层次的概括，帮助学

生理解函数性质的本质，形成研究的一般思路，提

炼与内容融合的数形结合、分类讨论等思想方法，

并明确这些思想方法是在哪些环节运用以及如何

使用，从而有效积累数学活动经验．

4．3设计挑战性问题。促进知识和经验的迁移

知识的巩固是需要训练的，但不同的训练方

式对学生的思维发展有不同的效果．如前所述，

“点对点”的题型训练不仅加重学生不必要的学习

负担，而且对学生的思维发展没有多大价值．本课

采用研究性的作业来帮助学生巩固知识，促进知

识经验的远迁移．在“迁移”阶段，让学生用概括出
厶

数学思想与方法独立研究新函数y=J啬(6，忌
Z]一(，

是常数，忌≠O)．在这类函数的研究过程中，除了需

要在一般观念指导下，明确其性质指什么，提出研

究的内容和目标，构建研究的整体思路外，还需要

类比反比例函数及其性质、一次函数及二次函数

中图象的平移，规划研究方案：遵循从特殊到一般

的研究思路，先对忌进行分类，再在不同的类别中

选择具体函数(对忌，6进行具体取值)，画出图象，

观察图象的特征，并借助坐标中介转化为变量的

变化规律和变化趋势得到具体性质，最后通过分

层次的归纳推广到一般，得到这类函数性质的一

般规律(关键参数如何影响函数的增减性)．

学生在这样的复习过程中，不只是知识的简

单提取与套用，而是需要用已有的知识和经验研

究新问题，从而形成有效的深度学习，保证了复习

过程中数学思维的含金量；学生在这样的过程中

获得的知识经验是可迁移的，所形成的是真正意

义上的数学活动经验；学生在这样的过程中，可以

结合知识理解的深入而深刻体会内容蕴含的数学

思想与方法，形成研究问题的一般套路，并发展有

逻辑、创造性的思考能力。所以，整体观指导下的

单元复习是提升学生数学素养的有效举措．

参考文献

[1]吴增生等．科学用脑高效复习——初中数学总复习教学设计

[M]．杭州：浙江科技出版社，2018，12

[2]吴增生．用数学发展智慧——基于脑、适于脑、发展脑的数学

教学策略[M]．南昌：江西教育出版社，2016．2

(上接第46页)

奇，这么简洁的关系式是怎么想到了．当实现了重

心用基底表示后，只要将关系式中的向量稍加调

整，便可以得出这一关系式．由此，学生想到能不

能根据垂心、内心、外心的基底表示形式，也同样

获得关于垂心、内心、外心的向量等式呢?学生还

想到用向量去探讨与几何有关的更多的数学命

题．这样的探究如若进行下去，学生对于向量工具

作用的认识无疑会更上一个新台阶．
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