
上海 中学数学 ？２０ １８ 年第 ９ 期 ４３

见微知著 慎思明辨
＊

——

高 三
“

函 数最值
”

的 微专题探究

２ １ ５ ００７ 江 苏 省 苏 州 中 学 刘 炜

摘 要 ： 以
“

函数最值
”

的微专题探究为例 ，构建
“

问题探究
一变式训练

一

串讲激活
一链接拓展

”

的高

三数学教学模式 ，针对高三二轮复习微专题 的设计 ，给予
“

见微知著
” “

慎思 明辨
”

的建议 ， 培养学生

数学能力和思维 ，
提升数学素养 ．

关键词 ：核心素养 ；微专题 ；高三复习 ；教学设计

“

微专题
”

是指教师针对某一具体知识点 、能力

点 、易错点或检测点 ， 从其涉及 的基本概念 、基本原

理或基本方法入手 ，精选例题和习题 ，编制成的能够

在一节课或两节课 内完成 的专题 （教学任务 ） ． 其主

要 目 的是帮助学生更好地弥补盲点 、强化重点 、突破

难点 、纠 正易错点 ．

［
１］

函数最值问题是近年来高考 、模考的热点话题 ，

它不仅涉及 函数 、方程 、 不等式等诸多重要知识点 ，

同时考查 函数与方程 、转化与化归 、数形结合等核心

数学思想 ，更体现了数学抽象 、逻辑推理 、数学建模 、

数学运算等数学核心素养 ． 苏州市教研员 吴锷老师

所倡导 的微专 题 的教学模 式为
“

激活
一 联想 一

串

讲
”

，笔者借评讲期末考卷 ，应用该教学模式 ，
针对函

数最值 （范围 ） 问题进行了微专题探究 ．

１ 教学过程

活动设计 １ 问题探究 ，揭示方法本质

问题（ ２０ １ ８ 苏州高三期末
－

１４ ） 已知直线 ｙ

＝

ａ 分别与 直线
：
ｙ
＝

２ ：ｃ 

—

２ ， 曲 线 ：
交于点

Ａ
，
Ｂ

，则线段 ＡＢ 长度的最小值为


．

师 ：本题并不陌生 ，是 零模 考试最后
一道 填空

题 ，市 ．

区平均得分 ０ ．９ ６ 分 ，班级平均得分 ２
．４ ３ 分 ，

即有超过一半的 同学在此出 现 了失误 ． 现在 回望本

题 ，重温解题过程 ，总结解题得失 ，指导下一次解题 ．

生 １
： 我拿到问 题后想 画 图 ，

由 于是填空题 ， 大

致凭感觉画了函数图像 ．

师 ：这是很好的解题思路 ，那么一条直线与一条

曲线 的位置关系 如何界定 呢 ？

生 １
： 应该可以作差比较 ，判断是否有公共点 ．

师 ：是的 ， 可以作差形成新函数 ，从而判定该 函

数无零点 ， 即说 明直线在曲线的右下侧 （作图 ） ．

生２ ： 设Ａ （ｘ ！
，
ａ ）

，

＿Ｂ （ ＞ｚ ２ ， ａ ）（ Ｘ ！

＞ｘ ２ ） ，则ＡＢ

＝

Ｘ
］

—

ｘ
ｔ

＝

＾
－ Ｊ
ｒ ｌ
—

ｘ
ｚ

＝￣

｛ ２ｅ
ｃ

＾
Ｊｒｘｚ

＇

）

Ｊ
ｒ ｌ
—

ｘ ｚ

＝
ｅ
Ｘ

２ 
—

｜
ｘ ２＋

ｌ
，记函数 ／Ｃｚ ）

＝ ｅ 

—

ｊ
ｘ＋ ｌ ，则令其导函数

／ （ｘ ）
＝

ｅ
Ｊ —

士 

＝
０ ，解得ｘ

＝ ＿

ｌｎ２ ， 所以 函数 ／ Ｃｘ ）

的最小值为 ／（

一

ｌｎ２ ） 
＝＾＾ ．

师 ：这个解题过程无可挑剔 ，请问在 Ａ ， ｘ２ 中为

什么选择了ｘ２ ？

生 ２
： 因为关于 心 的方程 ＾

＝
２力

一

２ 可解 ， 即

？ｚ
， 可以表示 ＜２ ，但是关于 ｘ

２ 的方程 ａ

＝＋ｘ
２ 是

超越方程 ，无法用含有 ｘ ２ 的表达式来表示 ａ
．

师 ：看来是个无奈之举 ，但确实因此选择了合适

的
“

主变量
”

，这是解决问 题的 关键 ， ８ 卩

“

通 过合理消

元建立恰 当 的 函数关系

设计意 图 ：试卷评讲具有时效性 和针对性 ，能提

升学生 自 学探究的能力 ，养成 自 学反思 的习惯 ，从而

培养学生的核心素养 ． 本题属于填空题中的难题 ，其

关键是在多变量中选择主变量 ，对学生极具挑战性 ，

成为函数考查的重点 ． 虽然本题关 注的技术 比较简

明 ，但数学思想深刻 ， 需要认真分析才能解决 ， 为此

设计 以下问题 以切实巩固和灵活运用其思想 ．

活动设计 ２ 变式训练 ，巩固操作技能

变式 １ 已知直线 ｙ

＝
ａ 分别 与直线 ｙ

＝＋

３
， 曲线 ｙ

＝
２ｘ ＋ ｌａｒ 交于点 Ａ ，

Ｂ
，则线段 ＡＢ 长度

的最小值为


．

生 ３
：本题跟原题基本一致 ，可采用的方法也

一

致 ，可得线段 ＡＢ 长度的最小值为

师 ： 同样类型 的 问题 ，方法也是一致的 ， 这是很

＊ 国 家 社会科 学 基金
“

十 三 五
”

规 划 ２０ １ ６ 年 度教 育 学 一 般课题
“

基 于 核 心 素 养 的 书 院 制 育 人模 式 的 实 践研 究
”

（ ＢＨＡ １ ６０ １ ４ ９ ）的 阶段成果之
一

．
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好 的成功体验 ． 生
６ ：可以 消去ａ ，得ａ

＿

：ｒ２ 

＝
＿

ｌ
ｏｇ４


（

＿

Ｘ ｉＸ ２ ） ．

变式 ２ 已知直线
：
ｙ
＝

：ｒ＋ ｃ２ 分别 与直线 ：
ｙ


＝
３ｘ

＋ 
３

，
曲线

：ｙ

＝
２

：ｃ＋ ｌａｒ 交于点 Ａ ，
Ｂ

， 则线段 ＡＢ 长

度的最小值为


？

生 ４
： 画出 图像 ，要计算线段 的最小值 即要

计算横坐标差的最小值 ， 于是建立 目标 函数即可得 ．

师 ：分析很到位 ，该 问题是将原问题进行了再包

装和加工 ，其本质与原 问题
一致． 面对问题 的时候 ，

要分析 问题的本质 ，选择合适的方法 ． 本题 的关键依

旧是两个变量的选择问题 ．

设计意图 ：类似于活动设计 １ 中的 问题 ，本环节

设计的变式 １ 和变式 ２ 的相似之 处就是选择主变

量 ，建立数学模型 ，解决数学问题 ； 不同之处在于变

式 ２ 是变式 １ 的 递进 ，需要寻找本质 ， 确定关键 ， 即

考察核心信息 ． 通过本环节的训练 ，学生的操作和实

践使得技术成为 自 身的硬功夫 ，培养 了数学素养 ．

活动设计 ３ 串讲激活 ，培养化归能力

串讲 １已 知 直 线 ｙ
＝

？ 与 函 数 ／ （ ｘ ）
＝

ｌ ｏｇ４ｘ ， ａ ：〉 ０

ｌ
ｏｇ４


（ｘ ） ，

ｘ＜ ０

的 图 像分别交 于 点 Ａ
，
Ｂ

，
则 线 段

ＡＢ 长度 的最小值为


．

生 ５
：不难判定 ， 函数 ／ （ｄ 是奇 函数 ， 根据 图

像 ，结合以上
“

套路
”

应该可求 ．

师 ： 刚才讲到 了
“

套路
”

，这似乎值得总结 ， 其步

骤是设点一反解一代换
一

建模
一最值 ．

生
５ ：设， ａ ） ， Ｂ （ｘ２

，
ａ ）（ Ｘ 】 ＞ ０

，
＿ｒ２ ＜ ０ ） ， 则

师 ：这一步的处理是相当有价值的 ，是历史性的

进展 ． 最值 的处理不仅可以从 函数角度 出发 ，也可以

从不等式的 角度处理 ．

生７ ： 由 于
一

？ｒ
ｌ

ｌＴ
２＜
ｊ

（Ｘ １

—

工
２）

２

，从而Ａ

—

ｘ ２

＝ ＿

ｌ〇ｇ ４（

＿

Ｘ ＼Ｘ ｉ） ^

—

ｌ〇 ｇ２（ ｊ： ｉ） ＋１ ．ＳＵ 

＝
Ｘ

＼

—

ａＸ ） ，则不等式转化为 Ｍ＞
—

ｌ〇ｇ２ Ｍ＋ ｌ
． 令 ９

５ （ Ｍ ）

＝ ？＋ １〇旦２ ？
＿

１ ，又
９

＇

（ “ ）
＝

１＋
＾＾

〉 ０ ， 即 ９
５ （ １／ ）在

（ 〇 ，
＋ ｃｘ＝

）上单调递增 ；又 因为 ｐ ＣＤ ｓ Ｏ ，所 以 ａ ＞ ｉ
，

又
一

ｘ ２ ） ，故 长度 的最小值为

师 ： 这段处理很机智 ，也是必然的 ． 最值也就是

范围的边界 ，范 围可以通过两种渠道得到 ， 即 目标函

数求值域 ， 或者利用不等关系解范围 ．

串 讲 ３ 已 知 函 数 ／ （ ； ￡

？

）
＝

ｌｏｇ４
：ｒ ，ｘ＞ ０

ｌｏｇ４ （

＿

：ｃ ） ，ｘ＜０

若 函数 ｇｒ （ｘ ）
＝

／ （ ＞
ｒ ） ＋ ：

ｃ

—

ａ 的两零点分别 为 ｈ ，

？ｒ ２ ， 则 Ｘ
ｉ

＿ｒ ２ 的最小值为


．

生 ８
： 直接 用 串讲 ２ 中 的 结 论 可 以 求 得 ． 由

—

ｌｏｇ４ （

—

Ｊ： ｉ ａ： ２ ）
＝

ｘ ＼
—

 ．ｒ ２＾２＼／
—

Ｘ
ｉ
Ｘ

ｉ ， 设ｗ
＝

？Ｊ
—

ｘ ｘＸ ｉ
，则
＿

ｌｏ ｇ２ ｗ＞２ ｔ ； ， 由于 Ｚｉ （ ｉ０

＝
２ｔｉ＋ ｌｏｇ２

＇

ｙ在

（０ ，
＋ 〇〇

）上单调递增且 Ｍ
＋

） 

＝
０ ， 因此 从而

—

Ｘ ｉ Ｘ２
＜＋

， 所 以 ■ｒ １ｘ ２＞
＿

｜
，即 的最小值为

ａ

＝
ｌｏｇ４ ，

ａ 

＝ 
—

ｌｏｇ４（

＿

工
２

） ， 从而 工
１

＝
４

°

，

一

ａ

＝

４

＿

ａ

， 即
一

：ｒ
２


＝丄
，所以 ａ二

心 ＋
丄＞ ２

， 当且仅
？Ｔ ｌ工１

当 ＾
＝ １ 时取等号 ，因此线段 ＡＢ 长度 的最小值为 ２

．

师 ：方法基本
一致 ，不论是同一个函数还是两个

函数的关系都可以如此研究 ．

串讲 ２ 已知直线
：ｙ

＝ —

＿ｒ ＋ ａ 与 函数 ／０ ）
＝

ｌ ｏｇ ４ ａ： ＞ｘ＞ ０

ｌｏｇ４ｉｘ ）
，
ｘ＜． ０

的图像分别交于点 Ａ ， Ｂ ，则线段 ＡＢ

长度 的最小值为

生 ５
：借鉴串讲 １ 和变式 ２ ，本题应该可以 求解 ．

师 ： 刚才的成功体验使你们对这解道题信心满

满 ，请尝试解 出 ．

生
５

：设Ａ Ｃｘ ！ ，％ ） ，价而 ，
３

＞
２ ） （工 １〉 〇

， 々＜ 〇 ） ，

则
一

Ａ＋ ａ

＝
 ｌｏｇ ４

Ｘ
ｉ

，

＿

：ｃ ２

＋ａ 

＝—

ｌｏｇ４（

＿

．ｒ ２）
． （思维

停顿 ）

师 ： 以上成功的经验 ，在于变量之间可 以相互表

示 ，那么 现在陷人困境的是什么 ？

生 ５
： 々 ， ：ｃ２ ， ａ 无法相互表示 ，所 以建立 目 标 函

数的想法似乎没有可行性 ．

师 ：那么现在还能做什么 ？ 对照我们的 目标 ！

生 ５
：似乎只能找 Ｘ

，
， ：ｒ

２ 之间的相互依赖关系 ．

＿

Ｔ
．

师 ： 这次的操作借鉴得相 当得体 ． 可 以做一点小

结 ，从方法的角度来说 ， 范围或者最值可使用 目标 函

数或者不等关系进行解决 ；从策略的角度来说 ，变量

的选择可通过相互消元或者整体表示来处理 ．

设计意图 ：
活动 ２ 与活动 ３ 的 区别在于 ， 活动 ２

中 的变量选择简明 ，活动 ３ 的变量需要构造 ，这是本

环节最重要的教学 ，也是整节课最重要的部分 ，能够

让学生深人领会问题的本质 ，识别和理解解题思想 ，

形成和强化解题原理 ． 本环节设计了三道小问题 ， 它

们从前往后层层铺垫 ， 串讲 １ 在于选择变量 ， 串讲 ２

在于构造变量 ， 串讲 ３ 在于构造关系 ，让学生利用已

有的数学经验构建新 的数学方法 ，

“

激活
”

学生的技

术 ，促进学生的思维发展和培养 良好的学 习 习惯 ．

活动设计 ４ 链接拓展 ，提升数学素养

链接 （ ２０ １ ４ 天津高考改编 ）设 尽Ｃｒ ）
＝

ｇ
：
，

＿ｒ ｅ

Ｒ
？ 当 ａ ６（ 〇 ， ｅ

＿

１

） 时 ，方程 ａ
＝

ｇ

＊

（ ：ｃ）有两解 々 ， 工２ ，

且 ：ｒ ，
＜

：ｒ２ ，判断下列结论是否正确 ？ （ １ ）

３
随着 ａ

的减小而增大 ；
（ ２ ）＾ ＋ｉ ２ 随着 ａ 的减小而增大 ．
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生 ９
： 问 （ １ ）很好判断 ，结合 图像 即可 ， 当 ａ 减小

时 ，Ａ 减小 ，
ｘ２ 增大 ，所以＆增大 ．

工 １

师 ：你的解题感觉很好 ，对论证的 问题再进行讨

论． 那么 问 （ ２ ）呢 ？ 由 于方 程 Ｘ
ｉ
＝

ａ ｅ＇ｘ ２均

无法解 出 ， 即 Ａ ， 工２ 无法用 ａ 表示 ，无法形成关于 ａ

的 目标 函数 ． 是否可以尝试用 已有的关系 来表示 ？

生 ９
： 由 题意可 知 ，

＆＝
， 从而 ａ ：

２

—

工
ｉ

ｌｎｘ２

—

ｌ
ｉｕ： １

＝
ｌｎ

：＾
， 因此可 以尝试用＆来表示 心 ，

Ｘ＼Ｘ
ｉ

？

ｒ
２ ． 设户丑＞ １

， 则 由
｜

Ｘ
２

＝

ｉＸｌ

，

得 ：

上
工

 １ ｌ

ｘ
２

—

Ｘ
ｉ

＝
ｌｎ＾ｔ 

—

ｌ

＝

＃４ ，所 以 如此只 需要研究
广 １ｆ

一

１

关于 【 的 函数单调性即可 ．

师 ： 的 确 ，这是相当有效的研究 ，把对本来变量

ａ 的 问题转化为 已有关系 ｆ 的 问题 ， 在 函数研究 的

过程 中要灵活地对变量进行选择和代换．

设计意 图 ：本环节选择
“

链接
”

高考 ， 目 的在于利

用构建变量的方式解决多变量 的最值问题 ， 是对前

三个环节方法的总结 ，也是对前三个环节学习 的检

验 ． 本环节的重点依 旧是选择或转化为
“

单变元
”

函

数问题 ，难点是根据条件构建
“

新变量
”

的函数问题 ，

由此真正实现
“

慎思 明辨
”

，领悟数学学习 的精髓 ，让

难点 自然突破 ，
认知 自 然形成 ， 信心 自 然生成 ，

学生

的数学素养 自然提升 ，达到
“

润物无声
”

的效果 ．

２ 教学感悟

当代美 国著名 数学家 Ｐ
．Ｒ ．Ｈａ

ｌ
ｍ ｏｓ 有一句名

言 ： 问题是数学 的心脏 ． 这说明问题能够推动数学学

科的发展 ，也表达了问题能够推动数学思维的发展 ．

问题解决的教学是数学教学最朴实的教学形态 ，如

何让问题教学切实有效 ？ 更确切地说 ， 如何让高三

数学思维和 素养的培养更有效 ？ 笔者认为 ，课堂时

间 十分有限 ，因此需从两方面着手 ， 即
“

引入 问题切

人小 ， 系列 问题思辨强
”

， 如此培养学生数学能力 和

思维 ，提升数学素养 ．

２ ． １ 见微知 著

清人陈廷焯《 白雨斋词话 》有云 ：

“

盖兵贵精不贵

多 ，精则有所专注 ，多则散乱无纪 ．

”

因此 ， 引 人问题

宜简 明 ，这有利于教师把握教学 ，学生理解知识 ．

从教师的 角度而言 ， 问题切人较小 ，方法模式较

强 ，这样才能让教师对问题 的分析和讲解更加透彻 ，

做到一点深钻 ，

一

例通透 ． 本次教学便是围绕考试中

的
一道填空题 ，从思想的层面解决变量选择的 关键 ，

从技术 的层面确定变量选择 的要领 ， 从而实现能力

和素养 的稳固 ． 继而从形式相似进行变式 ，从方法相

异加 以总结 ，最终实现 函数最值 问题 中变量选择 的

突破 ，形成教师 比较容易掌控的课堂 ．

从学生角度而言 ， 引 人的问题能够唤醒 已 有知

识 ，顺应既定思维 ， 才能让学生有 能力 、有信心继续

挑战 问题 ． 对准精炼 的系 列 问题 ， 思维必将专注 ，也

更容易强化 ，继而稳固逐渐形成的数学素养 ，真正实

现
“

涓滴溪流形成浩瀚海洋
”

２
．
２ 慎思 明辨

现代认知心理学认为 ： 思维惰性 、思维定势等障

碍诱导学生进人思 维误区 ，使学生在习惯模式 的引

导下陷人思维肓点 ， 阻碍问题的顺利解决 ，同 时妨碍

思维灵活性和创造性 的发展 ．

［
２ ］

因 此 ， 需要 学生
“

慎

思明辨
”

：慎思 ，形成周全思考 的 习惯 ； 明辨 ，形成清

晰判断的能力 ．

本专题的教学设计通过变式巩 固方法与技能 ，

做到知识 的同化和顺应 ，形成思维定势 ；通过 串讲辨

析形式与本质 ，做到思想的 突破与创新 ，打破思维定

势 ． 通过链接在
“

立
”

和
“

破
”

之后形成
“

否定之否定
”

，

形成数学问题解决 的
“

正念 由此 ，数学教学需要在

变式中巩固思维习惯 ，在激活 中培植辨析能力 ， 才能

真正提升数学素养 ．
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易连接的 ． 习题教学 的意义不在于检测学生 的课堂

解题能力 ， 而在于方法的传授与解题方式的完善 ，着

力点是引 导学生学会
“

怎 样转化
”

和
“

如何类化 因

此 ，对于例题 ，
不妨让学生课外先思考 ，课堂上更多

地让学生展示解题方法 ，通过
“

你是怎 么 想到 的
”

挖

掘解题思路的生成过程 ，借助
“

目 标分析法
”

和
“

知识

溯源
”把思路生成的 随机性转化为分析的必然性 ，妙

用
“

本题属于什么类型
”

和
“

同
一类型还可怎 么做

”
引

领学生进行迁移性 的深度思考 ，必然 能完善学生的

思维方式 ，全面提升分析问 题的 能力 ， 达到
“

以题会

类
”
的习题教学最高境界 ．

专题复 习 的着力点主要在于
“

知识梳理
”“

题型

类化
”

和
“

能力迁移
”

，课前选题和课堂教学唯有围绕

这三点开展 ，才能有效突出专题复习之本 ．


