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对“切线法"证明不等式的一种新拓展

储百六

(安徽省岳西中学246600)

“切线法”作为不等式证明的一种常用方法，

稍有解题经验的人都会有所了解，但笔者从以往

的文献(in文[1]、文[2])中发现，用切线法处理的

问题大多是形如“满足∑z，=s，证明∑
，=l t盎l

f(x，)≥C(≤C)”的一类对称的条件不等式，那

么不对称的不等式是否也可用切线法来证明呢?

笔者通过探究发现是可行的，本文结合实例，对该

方法介绍如下：

定理l (1)若，(z)在区间D上二阶可导，

且／，(z)>0，则对任意z，z。E D，有f(z)≥

，，(zo)(z—zo)+f(xo)；

(2)若f(．27)在区间D上二阶可导，且

／，(z)dO，则对任意z，丁。∈D，有／’(z)≤

／(Xo)(X-Xo)+f(xo)．

该结论较为常见，故将证明略去．

注 (1)(2)的几何意义是凸(凹)函数的图像

在其切线的上(下)方．

定理2 (1)已知，(z)是区间D上二阶可

导的凸函数，对任意z。∈D(i一1，2，⋯，力)，若存

在一组数Y．∈D(i一1，2，⋯，行)，使得∑口．·

／(y。)(z，--y．)=o，则

∑口。f(x。)≥∑口，f(y．)；
l=l i=l

(2)已知厂(z)是区间D上二阶可导的的凹函

数，对任意X．∈D(i=1，2，⋯，72)，若存在一组数

YiED(i=I，2，⋯，竹)，使得∑a,f7(y。)(五一Y1)=
i=l

0，则

∑aif(x。)≤∑nif(y—
i=l f嚣l

证明 (1)因为，(z)为凸函数，由定理1

知，对任意z，，Y，E D，有

f(xi)≥厂，(yj)(z。--y，)+厂(y。)，

于是n．厂(z，)≥口。f7(y，)(z。--yi)+ni厂(yi)，

将这”个式子累加可得

∑口，f(x。)≥∑口。，7(y，)(五一Y，)+∑n。f(y，)，
●=l i皇l i=l

又因为∑口．厂7(y．)(矗一Y，)=0，
．1=l

所以∑口．f(x．)≥∑a,f(y，)，得证．

(2)可类似证明凹函数的情况，此处略．

∑啦；
注 若令Y1一此=⋯=弘=竺}，定理2

∑口，
i--l

即为加权的Jensen不等式．

下面举例来说明这种方法，相信读者能从中

得到启发．

例1 已知口，>0(i=1，2，⋯，以)为常数，

^

zi>o(i=1，2，⋯，行)且∑五=s，求证：
i掌1

I

当行<0或n>1时，∑口汪?的最小值
i=1

赤为
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为

当0<，2<1时，∑口。z?的最大值

S”

^

∑
i=l

=1

证明令厂(z)=z”，当n<0或n>l时，

因为／，(z)=以(n-1)z”一2>o，

于是，(z)在(0，+。。)上为凸函数，

依照定理2，下面寻找一组正数Y。，

使得 口：厂7(y。)(zi-y。)=O，

令』吖7‘川铂，bz)_．“飞／b沪￡，
lyl+y2+⋯+y^--一'X1+z2+⋯+z^=S

可推出--](去)，砉一

^

所以∑n。x 7的最小值为
i=1

S”一】

§1＼”1’
鱼_=r J
。la H一1，

圣刚?2善刚r∥t 2蚤≯z=
拈

咒

5”

丙一1 1川‘＼鲁口耳1／

当O<n<l时的证明与n<O或n>l时相类

似，此处略．

注例1与郭要红老师在文[3]中用H61der

不等式得到的推广3结果一致．

例2

所以xsin A≤XCOS A1(A—A J)+xsin A1，

ysin B≤ycos B1(B—B1)+ysin B1，

zsin C≤ZCOS C1(C—C1)+zsin C1；

令XCOS A1=ycos B1=ZCOS C1=尼。且

A+B+C=A1+B1+Cl=7c，

由三角形中熟知的恒等式

COS2A1+cos281+cos2Cl+2cosAl cosBl cosCl=1

可得等／,2+罨／,2+号／,2+2k_L：1，
3c‘ ≯‘ z。xyz

即2xyzki+(z2Y2+y222+z222)忌5--X2Y222=O，

令g(k)=2Iry放3+(z2Y2+y2≯+≯z2)志2--X2y2≯，

显然g(忌)在(o，+。。)上为增函数，

又g(0)=--372Y222<O，

g(z)，g(y)，g(z)均大于0，

由零点定理可知存在符合条件的唯一正根k。，

且ko<z，ko<y，ko<z．

于是将上述三个不等式相加可得

xsin A+ysin B+zsin C

≤xsin A1+ysin B1+zsin C

可既向弼向嚼．
注本题是2011年大学生数学竞赛试题的

推广，原题为：“在AABC中，求3sin A+4sin B+

18sin C的最大值”．在文[4][5][6]中给出了它的

其它各种证法，也用柯西不等式给出了它的另一

推广，但配凑需要很好的技巧，读者可自行查看．

设z，Y，z均为正实数，忌。为方程 例3在AABC中，求证：

2xyzk3+(z2Y2+y222+z2≯)忌2一z2y222=0的

正根，则对于任意AABC，有

xsin A+ysin B+zsin C

≤∥蕊+以孺+“研，
当且仅当COS A—ko，COS B—k_k0，COS C一堑取

z y z

等号．

证明 令厂(z)=sin z，z∈(0，7c)，

因为／，(z)一一sin z<o，

由定理1可知对X，Ai∈(0，7c)，

sin z≤COS Ai(X—A，)+sin Ai，

sin Asin Bsin 2c<去(s,／i-g一1A伍巧霄
证明 当C为钝角时，显然成立．

当C为锐角时，考查函数厂(z)一lnsin,32，

g(z)一lnsin 2x的凸性，

因为厂(z)一一(1+cot2z)<o，

，(z)=一4(1+cot22x)<o，

由定理1可知对任意的z，，z。∈(0，7c)，

z。∈(o，号)，有

lnsin A≤石}i(A—z，)+1nsin z。，

一

{妒

。∑H

y
。∑Hf一咒
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lnsin B≤—土一(B--x1)+lnsin z2，
tan Z2

insin 2c≤丽丢(c—z。)+lnsin 2x。，

令tan zl=tan x2=虿1
tan 2xz=k R

A+B+C=x1+z2+z3=7c，

由三角形中常见恒等式

tan z1+tan z2+tan z3

2tan Xltan Z2tan z3

可得

2惫+
2k n—_1+百v／-i-"+匦4k2，

解得k2=4+瓜，
所以lnsin A+lnsin B+lnsin 2C

≤lnsin z】+lnsin z2+lnsin 2x3，

于是sin Asin Bsin 2C

≤sin栅础2旷南／互k2+l
--。1，(5,／i5—1)丽
注此不等式来自文[7]，利用此方法还可类

似证明出文[6]中的另外两个不等式：

(1)在／xABC中，有

sin铷知导≤击c湎叫，；
(2)在△ABC中，有

sin今sin詈sin c≤矗(5√万一1∥F历i
读者可自行证之．

例4已知a，b，C为正实数，求证：

(毫)抖6(而2b)抖‘(毫)一。≤，．
证明设厂(z)一in z，因为

厂(z)一一去<o，

由定理1可得对任意z，z，∈(0，+。。)，有

lnx、<1(z—z，)+lnz。，

所以

Ina≤1(口一z。)+Inz。
Z1

lnb飞<1(b—z2)+1nz2净
Z2

lnc<飞1(f—z。)+lnz3
323

(盘+6)1n口≤生丝(n—z。)+(口+6)lnz。，
工1

(6+f)1n6≤垒二生(6一z。)+(6+c)1nz。，
工2

(c+口)lnc<c-t-___q(c—z3)+(c+a)Inz3，

令出一b～+c：一c+a：愚且
z1+z2+z3=口-4-6+f，

解得㈣，一半幽一字幽一孛，
代人上述三个不等式再累加可得

(口-4-b)lna+(6+C)lnb+(c+口)111C

≤(口+b)lnxl+(6+C)lnx2+(c+a)lnx3，

整理得(毫)升6(而2b)抖。(而2c)汁4≤1．
从以上例子中可看出，本文的方法极大的拓

展了切线法，使其不仅可解决对称不等式问题，也

可解决不对称的不等式问题．此法非常类似于拉

格朗日乘数法，能将多元函数的极值问题转化为

解方程组的问题，将不等式转化为等式来解决．
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