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中学数学教学参考 （下旬 ）
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—题之
“

多
”

在复习课

教学中的有效运用
张孝梅 （ 吉林省延边第二 中学 ）

教师普遍认为 ， 高 三 的数学复 习 课难 上 ， 它不具解法 １
： （ 函数思想 ） 由 ：Ｃ＋可得 —

＆ 代

备新授课 的新鲜感 ，又缺少专题课的 成就感 ， 更没有
人所求式 ，得 ； ！：
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一个公认 的基本 的课堂教学范式 。 如 何提高数学复
乙 Ｌ

习课教学的有效性 ？
一直是教师感到 困惑 的问 题 ， 在： ｃ６ ［〇 ，

ｌ
］ ，结合二次 函数 图像可知
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评注 ： 函数思想是重要 的数学思想之

－

， 是求 函

二 ； 数值域问题的
－

种 常用方法 。 对二涵数的 值域解
式教 子 ， 是 提 同 数 子 夏 习 课 效 率 的 有 效 途 仕

法 ，

一

般是通过消元的方法将其转化为
一元函数来解

之一

＋ｍ决 ，这是
一种最基本的解决问题的思想 。

数学变式教学 中 的
－题之 多

’

是指 ：

－题多解 、

解法 ２
： （三 角 换元 ） 由 于 ｘ 、分 ０ ， ｘ

＋厂 １
， 设

一题多变 、

一题 多导 、

一 题多 问 等 几个方 面 ，

一题之
｜／Ｂ ＩＸ

ｋ
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多
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是进行多维 型数 学思维 训 练 的有效方法
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践证实 ： 以例题 、 习 题为载体的 数学复 习 ， 可 以 引 导．
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．

 ２ 〇 ｎ ２〇２ ｆｌ
．

以… —

１ ．

 ２
９ ｆｌ
＿

学生从不同情形 、不 同 角 度 、不同层次 、不同背景进行
ｓｍ０
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（ ｃ ｏｓ０＋ ｓｍ０ ）２ ｃｏｓ０ｓ ｉｎ９
－

１２

ｓｍ６

变通推广 ， 搞清 问题的 内 涵 和外 延 ， 重新认识 问题 的Ａ
＋丄 。。 ｓ４０

本质
［

２］

。
下 面笔者结合 高三复 习实践 ， 浅谈 一题之４４

〇〇 ！
，°

“

多
”

的变式教学在数学复 习课 中 的有效运用 。由 ｃ 〇ｓ４托 ［

一

ｉ
，
ｉ
］得 ：ｃ

２
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１一题 多解 ，拓展思维评注 ：
灵 活运用 Ｃ 〇ｓＭ＋ Ｓ ｉｎ

２

０
＝

ｌ 进行三角 换元 ，

＾也是高 中数学 的 基本思想方法之
一

。 它可 以 比较 简
－题多解是 以不剛论证方式 ，酿紐 和结＆

軸酿某些雜雜域 问题 。 启 发 引 导学 生积极

的必然本质联系 。
在教学 中 ， 教师应积极地 引 导学４思考 、运用 ，可 以提高学生 的数学解题能力 ，激活学生

从各种途径 ， 用多种方法思考 冋 题 。 这样 ， 既 可 暴露的数学 甲 《
隹能力

学生解题 的思维过程 ， 增 加教学透 明 度 ， 又能使学生
＇

＾２ ３ ．

（基土不等式 ） 因 为 工 、 ３
；＞ ０ 且 工＋

＞
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思路开 阔 ，熟练掌握知识 的 内 在联系 ，从而培养思维１
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利 用 ［
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１
］之间 梯形 和 曲 边 四 边形的 面积之说明 ： 这就是高等数学 中 的微积 分初步 ，站在高

＾ｆ （ ｋ ） ＋ ｆ （ｋ ＋ ｌ ）ｆ

２ ｎ观点下 ， 问题解决如 此简 单 ，学生豁然 开 朗 。 这样 的

间 的关系 ， 得 
＼



＞
ｊ ｎ

／Ｕ ） ｃｂ：
，其问题在不等式证明 中 屡见不鲜 ， 除 了不等式基本证明

｝ｉ方法之外 ， 高观点下的不等式的证明方法还有很多 。

中 ／ （ ｘ ） 

＝

ｉ
。 由 ／Ｕ ） 

＝

７
的 凹 凸性 可 知 ／ （ｘ ）

＝

作为
一

名合格的 中学数学教师 ，必须精通 高 等数

！学的知识 ，不断地学 习 充实 自 己 ，也许 同样 的课 堂不

了
在 区间 （ 〇 ， ＋°°

） 内 为下 凸 函数 。

可能再次上演 ，但是被教师启 发过的 学生 ， 会在不同

１Ｍ１ ＼１／１ ，
．１＼＾的课堂为教学带来意外 的收获 。

在 高 观点下 的 高 中

Ｔ
ｂ

２ｎ
－

ｉ ）Ｔ十…卞 少

数学课堂教学 中 的探索和实践 ，应有效地与高 中 课堂

ｋ
丨卜 ｌ ｎ ２

， 即＋ 

＋

． ． ．

＋
？＆ ２ 。齡在－起 ，真正发挥高等数学对初等数学教学的指

？＋
１２ｎ４ｎ导作用 。
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一￣ Ｉ 中学数学教学参考 （下甸 ）

评注 ：运用基本不等式可 以解决两个正数
“

和 定结论 ： 外心 。

积最大 ，积定和最小
”

的最值问 题 ， 注意事项是等号成变式 ２
：在三棱椎 中 ， 若顶点到 底面三边距离相

立 的条件是否 同时满足 。等 ， 则顶点在底面的射影是底面三角 形的


。

解法 ４
：

（数形结合思想 ）如 图 结论 ： 内 心 。

１
，构造 则 ｄ 的几何 变式 ３

： 在三 棱椎 中 ， 若 三个 侧 面与 底 面所 成

意义是动点 ｃｕ
，

３
〇到原点〇 （ 〇

，
〇）＼ｃ的 角 相等 ， 则 顶点在 底 面 的 射影 是 底 面三 角 形 的

的距离 ，将其转化 为求原点 到线段
＿＿＿

。

（ｘ＋ｙ
＝

＼ ，
－

ｑ１ｘ结论 ： 内 心 。

＼

ｘ＞０ ＇ 距 离的 最 大值和 最小图 １

变 式 ４
： 在三棱椎中 ，若三条侧棱两两垂直 ， 则 顶

点在底面的射影是底面三角形的


。

值问题 。

结论 ：垂Ｌ
结
，
图

ｐ
， 当
二
点 Ｃ 与点 Ａ 或点 Ｂ 重合时义’变 式 ５

： 在三棱椎中 ，若三组对棱 中 ， 有两对互相
ｉ

，
ｊ
ｉ
ｉ

ｉ

ｊ （ｘ
２

＋ｙ ） ｍａ ｉＩ

＝ ｉ
；

垂直 ，则 另两对也互相垂 直 ， 且顶点在底面 的射影是

当 ＯＣ丄 时 ， ， 则 底面三 角形的


。

结论 ：垂心

所 以 评注 ：
三棱锥的顶点在底面的 射影是解决三棱锥

评注 ： 数形结合思想可以直观地解决函数中 的取问题 中 的有关直线与平面垂直问题 的核心 ，类似的变

值范围 问题 。 运用代数式的几何意义 ， 构造 出相关的式教学 ， 不仅能够提高学生运用 已有知识解决数学问

几何元素 ， 即运用几何手段研究代数问 题 ， 促进学生题的能力 ，而且能够促进 学生积极思考 ， 培养学生 的

数形结合思想的 形成 ， 从而加快解题 速度 ， 提高复 习创新能力 ，发展学生的求异思维 。

效率 。 这对培养学生数学思维能力 有积极的作用 。在数学复 习教学 中 ，将经典例题 、
习 题充分挖掘 ，

数学思想方法是数学的灵魂 ，通过一题多解渗透注重对例题 、 习题进行一 题多变 ， 不但 可 以扎实地把

思想方法 ，从多个角 度探索解题思路是培养学生思维握基础知识点 ，还可 以激 发学生 的探究欲望 ，提高 其

能力 的有效途径 。 在高三数学复 习教学 中 ，教师要加善变 、创新的能力 ；有利于学生更加深人地研究例题 ，

强数学思想和数学方法的教学 ，不断培养学生 的探索
同时体会数学学 习 的乐趣 ，进一步训练数学思维的深

能力 ，提高复习 的有效性 。彡！

２—题多变 ， 以变促思３—题多导
，
改造深化

对一个数学问题进行
一题多变 ，横向 联想 、推广 ，在高三专题复 习 的过程 中 ， 重视 一题多 导 ， 对教

可 以得到
一

系列相关联 的新题 目 ，甚至可 以推广 出更 材例题 、习题 的条件 、结论加 以 改造 、 深化 ，可 以很好
一般的结论 。 积极开展

一题多变的变式教学 ， 有助于 地扩大训练功能 ， 开阔学生解题视野 ，便 于学生从茫
学生应变能力娜成 ，培养学生 的发Ｍ雜力 ， 增

茫騎 巾麵 出来 ，械纖 了学生随雜力
Ｍ

。

强学生面对新 问题敢于联想
：

分析 ， 勇 于探究 的思 想、

例 ３ｅ 知点 尸＿ ）
，＾ 满足 ？ ＋／

＝
 ：１ ， 求

意识 。 在例题或习题讲解 中注重
一题多变 ， 有利于从＿

１

一道题 中发 现 问 题本 质 ， 揭示 解题 规律 ， 从 而举
一＆ 的最值 。

反三
：一

Ｕｐ分析 ： 构 造代 数式 的 几 何意
例 ２ 在二棱椎 中 ，右二条侧棱义 ，转化为单位圆上 的动点 ＰＵ

， ／
Ｑ

相

＾＾
１点鶴＿膨魏 面Ａ＾酿 点 Ｑ （ ２⑴解隨大值

（ ＼
／

中 ， 若 ＝ＰＢ＝ＰＣ
，ＰＯ丄平 面 ／ ｚｆ

、

＼＼想 ， 谷易 侍 到 Ｐ
ｉ 点 即 为最 小 值

ＡＢＣ ，联结 ＯＡ 、ＯＢ 、ＯＣ ，所以 由射影
点 ，＾ 点 即 为最大值点 ， 如 图 ３

。图 ３

长 宗 理得 ＯＡ 
＝

ＯＢ
＝

ＯＣ 所 ＩＵＯ
＾Ｂ完成此题并不是最终 目 的 ， 重要的 是 以此题为母题 ，

为ＡＡ ＢＣ 的外心 。
。

？ ２

引导学生寻求探究 出与此题形异质同 、解题规律相同

变式 １
： 在三 棱 椎 中 ， 若 三条 侧 棱与 底 面所 成的

一类 问 题 。 运 用 数形结 合 可 以迅 速 地解 决如 下

的 角 相等 ， 则顶 点 在 底 面 的 射影 是 底 面 三 角 形 的问题 ：



。导 向 题组 ｌ
：

ＰＵ ， ｙ ） 在圆上运动 的轨迹不变 ， 所
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中学数学教学参考 （下旬 ）
—

求解的代数式改变 。

４
一题 多问 ， 纵向拓展

（ １ ）求＼／工
２

＋
：ｙ

２—

４ｘ＋ ６
：
ｙ
＋ １３

的最值
；

分析 ： 转化为 单位 圆上 的 动 点 到定 点在 高三复 习 中 ， 能够善于
一题多 问 ， 对某

一

问题

（ ２ ，

一

３ ）的距离 的最值 问题 。提 出 富有 思考性 的 、 有研究价值 的 问题 ， 引导学 生不

（ ２ ）求 ：ｃ

２

＋ ｙ ＋ ４
：
ｙ 

＋ ４ 的取值范围 ；
断地猜想类 比 、 拓展 引 申 、分析归 纳 ，进而得 出 新的命

分析
： 转化为 单位 圆上 的 动点 到 定点题 ， 可 以将学生从被动 的 题海 圈 里解放 出 来 ， 获得学

（

一

２
，
０ ） 的距离的平方的取值范 围 。
习 主动权 ，提高解题的 技巧与能力 ， 这也是培养学生

（ ３ ）求 ｜

ｘ ＋２ｙ＋ ４
｜ 的最大值与最小值 ；
求异思维能力 的有效途径 。

分析 ：转化为 单位 圆 上的动点 Ｐｂｄ ） 到 定直线例 ６ 如 图 ｈ 正三棱柱 Ａ ＢＣ－Ａ
ｉ＾ Ｃ

， 的 底 面边

ｘ＋ ２
３

／ ＋ ４ 

＝
０ 的距离 的＃倍的最大值与最小值 。

长为 ａ ， ｆ犧长 为｜ ， Ｄ
， 为 ＡＡ 的 中点 。

（ ４ ）求 ２
：ｃ ＋吻＋ ４ 的最值 。

＾
２

ｃ

分析 ：令 ２文＋ 
４计 ４ 

＝
 ７？ ， 转化为斜率为

—

｜
的动ｆ］

＾

） 求 证 ：
ＢＣ

，／／ 平

直线与单位圆有交点 时截距的最值问题 。面 ＡＢ
，

Ｄ
１

；
Ａ

＇

ｆ ｊ

导 向 题组 ２
：的运动轨迹变为椭 圆 ，

所求（ ２ ）求证 ： 平 面 丄平／

解 的代数式不变 。
对例 ３ 进行如下改编 。面

例 ４ 已 知点 满足 ＝题组
ｉ

：

士 从 ＡＤｔ 卞 高Ｖ—￣

ｒ２（ ３ ） 求 直 线 八 玖 与 平 面 ｄ

图 ４
３

求 的最值 ；所成角大小 ；

ｘＬ

（ ４ ）求二面 角 Ａ
ｉ

－ＡＢ ｒＤ ！ 的大小 ；

（ ２ ）求 ／ｒ
２

＋
：
ｙ

２＿４ｒ＋６
；ｙ
＋ １ ３的最值 ；（ ５ ）求异面 直线 氏Ａ 与 所成角 ；

（ ３ ）求 ：ｒ

２

＋
：ｙ

２

＋ ４
：
ｙ
＋ ４ 的取值范围 ；题组 ３

：

（ ４ ）求 ｜

：ｃ＋ ２
ｙ＋ ４

｜ 的最大值与最小值 ；（ ６ ）求点 认 到直线 ＡＢ 的距离 ；

（ ５ ）求 ２ ａ ：＋ ４
３

；＋ ４ 的最值 。（ ７ ）求点 Ｂ 到平面 的距离 ；

分析 ： ＰＯｄ ）运动 的轨迹变 为椭 圆 ，代数式构 造（ ８ ）求异 面直线 氏 认 与 Ｂ Ｃ
， 的距离 。

的几何量 的几何意义不变 。

—

１分析 ：
这是

一道立体几何综合问 题 ， 包含 了 直线

导 向 题组 ３
：
Ｐ （ ｘ ，

：
ｙ ） 的运 动轨迹变为 区域 ，所求与平面 的平行与垂直 的论证 、空 间 角 与空 间距离 的求

解 的代数式不变 。 对例 ３ 进行改编 。解等立体几何核心 内 容 ， 解决问题的 过程 中充分体现
（ ｘ
－

ｙ
＋ １＾０了直线与平面间 平行 、 垂直的 等价转化 ， 空 间 角 与平

例 ５ 已 知 点 尸 工 〇 满足 １＜〇，

面角 的等价转化 以及距离之 间 的 等价转化 。

评注 ： 通过一题多问 ， 可 以 引 导学生从多侧面 、 多

求 的最值 ；
角度 、 多渠道地研究 问题 ，不但能开 阔学生的 解题思

路 ， 而且能够帮助 学生拓展前后知 识的联系 ，做到
“

遇

（ ２ ）求＾ ７

２

＋／
—

４１＋ ６
７
＋ １ ３ 的最值 ；

新题 、忆 旧题 、多思考 、善联想 、多变换 、 找规律
”

，更好
（ ３ ） 求 ｘ

２

＋／ ＋ ４ｙ

＋
４ 的取值范围 ；

地培养学生 的应变能力和创造性思维能力 。

（ ４ ）求 Ｕ

＋
２ｙ



＋
４

｜ 的最大值与最小值 ；

综上所述 ， 高三复习课的教学要善于采用多种形
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一式的变式教学 ，实现知识从
一个 问题到 另一个问题 的

分析 ：

Ｐｂｄ ） 运 动 的轨迹变 为三 角形及其 内 部
迁移 ， 便于学生寻求其 内 在规律 ，起到举

一反三 、 触类
的 区域 ，代数式构造 的几何量 的几何意 义不变 。

旁通的效果 。 同时也能够给学生 以新鲜感 ， 唤起学生

评注
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以上 问题可 以 根据代数式 的特征 ’ 分 另

的求知欲和好奇心 ， 开拓学生 的视野 ， 激励学生 深人
造 出斜率型 、距离型 、截距型 的几何量 ，结合动点运 动

探究 ， 训练学生思维的 发散性 ， 更有助 于培养学 生 的

不 同 ，但源 于同
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