
实践“自主 · 合作 · 交流”教学新样态
———以圆锥曲线的共同特征为例 *

徐进勇  （广东省广州市第九十七中学  ５１０２６０）

  摘  要 ：依据学生的不同认识与理解展开教学 ，此为“合情” ；构建知识自然的发展过程 ，此为“合理” ．合情

又合理 ，方能落实“自主 ·合作 ·交流”的学习样态 ．结合学生对圆锥曲线共同特征的探究过程 ，将新课标要

求转化为真实的教学行为 ，创新教学方式 ，实现以能力 、素养提升为导向的课堂 ．

关键词 ：教学样态 ；圆锥曲线 ；案例分析

  新课程标准倡导独立思考 、自主学习 、合作交流

等多种学习方式 ，强调学习是学生与情境 、问题的有

效互动 ，突出学生个性化 、多样化的学习和发展需

求 ，提高学生交流 、合作的社会沟通能力 ，着力发展

数学核心素养 ．
［１］新课堂样态应该是一种“自主 ·合

作 ·交流”型的学习组织 ，它既是一种课堂形态 ，也

是一种课堂理念 、课堂结构与学习机制 ．这种新样态

课堂能将学生的外趋要求转变为内驱动力 ，将学生

的被动学习转变为主动求索 ，奠定自主学习的基础 ，

并真正建立起师生互动与共享的共同体以促进知识

的流动与创新 ，达成学生个人成长与课堂团队整体

进步的双赢目的 ．

“圆锥曲线的共同特征”一节在人教 A 版没有
专门列出 ，只是在例题或习题中“隐约”出现 ，很多教

师也就不再组织学习 ．笔者认为“圆锥曲线的共同特

征”是学习圆锥曲线后的一节很好的复习提高课 ，值

得研究 ．如何才能上好这节课呢 ？是直接给出定义

强化理解 ，还是让学生“自由发挥” ？一番思考后 ，笔

者决定创新课堂样态 ．

1  教学设计
1 ．1  课前任务布置

情境１  公元前３世纪 ，古希腊学者阿波罗尼斯

用一个圆锥 ，通过改变截面的位置产生椭圆 、双曲

线 、抛物线三种曲线（图 １） ．阿波罗尼斯从几何图形

的角度来研究圆锥曲线性质 ，但由于过多地依赖图

形而给研究带来了困难 ．１７世纪 ，法国数学家笛卡

尔提出点的坐标和变数思想 ，把几何曲线转化为代

数方程 ，通过研究方程来揭示曲线的性质 ，创立了解

析几何 ．

情境 ２  圆锥曲线不仅在数学历史发展的过程

图 １

中熠熠生辉 ，在科学文化的其他领域也闪烁光芒 ．如

当人造天体被以不同的速度（三种宇宙速度）从地

球发射出去的时候 ，它的轨迹分别是圆 、椭圆 、抛物

线和双曲线（图 ２） ，这就是物理中所讲的开普勒三

大定律 ．

图 ２           图 ３    

情境３  嫦娥四号于２０１８年１２月８日在西昌卫

星发射中心发射成功 ，在降落月球背面过程中要经

过多次变轨 ，变轨的实施要通过数据的输入和动力

制动完成（图 ３） ．嫦娥四号实现了人类首次月球背

面着陆 ，创造出“世界先驱者”般的成就与壮举 ．

问题  椭圆 、双曲线 、抛物线图象的形成过程

存在着密切联系 ，三种曲线相联的背后存在怎样的

数量关系 ？

任务 ：请各位同学结合课本内容或搜集相关材

料作总结或猜想 ，寻找三种曲线在数量上的联系与

特征 ，探寻它们内在的统一性 ，并按“已有材料 － 猜

想探索 －得出结论 － 自我评价”的形式书写研究

报告 ．
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1 ．2  课堂交流展示

教师阅读学生上交的报告 ，发现研究方向主要

聚焦三类 ：（１）从椭圆 、双曲线定义出发思考（以下

简称为“定义”） ；（２）研究斜率间关系（以下简称为

“斜率”） ；（３）研究到定点与到定直线的距离比（以

下简称为“距离”） ．全班 ３５人中研究方向大致可分

为 ：定义法 ９人 ，斜率法 ６人 ，距离法 ２０人 ．上课时按

“同质”组合就座形成学习小组 ，前 １０分钟在同学习

小组内交流彼此想法 ，加深理解 ，形成共识 ；接下来

２０分钟由各小组推选的汇报人通过实物投影展示

研究成果 ；后 １０分钟师生共同研讨 ，反思提高 ．

学习小组 １  从“定义”探索 ．

已有材料 ：到两个定点的距离和为定值（大于两

定点间距离）的点的轨迹是椭圆 ；差的绝对值为定

值（小于两定点间距离）的点的轨迹是双曲线 ；商为

定值（不为 １）的点的轨迹是圆（称阿波罗尼斯圆） ，

商为 １的点的轨迹是直线 ．

猜想 ：到两个定点距离积为定值的点的轨迹是

抛物线吗 ？如果是 ，那就太完美了 ！

类似椭圆的研究思路（建系 、设点 、列式 、代入 、

化简） ，令 AB ＝ ２c（c ＞ ０） ，PA · PB ＝ a２ （相等时各
自为 a） ，以 A B所在直线为 x轴 、线段 AB的中垂线
为 y轴建立平面直角坐标系 ，则 A （－ c ，０） ，B（c ，０） ，

设 P（x ，y） ， 由 PA · PB ＝ a２ ， 可 得

（x － c）２ ＋ y２

· （x ＋ c）２ ＋ y２

＝ a２ ，化简为

（x２

＋ y２

＋ c２ ）２ － ４c２ x２

＝ a４ ，即 y２

＝ a４ ＋ ４c２ x２

－

（x２

＋ c２ ） ．从方程形式上看不是抛物线方程 ，那么它

究竟是什么图形呢 ？

由方程可以发现如下两个特征 ：（１）关于 x 轴 、

y轴和原点对称 ，可通过描绘第一象限的图象 ，得出

整个图象 ；（２）定义域 a４ ＋ ４ c２ x２

－ （x２

＋ c２ ） ≥

０ ，得 c２ － a２ ≤ x２

≤ c２ ＋ a２ ．

但还是很难通过描点法画出它的图象 ，于是想

到用几何画板画图 ：如图 ４ ，不断改变 a ，c的大小关
系 ，得到恰似一个细胞分裂成两个细胞的过程图 ，非

常奇妙 ！

图 ４

通过上网搜索定义 ：这些曲线实际上是数学史

上著名的卡西尼卵形线 ．在数学史上 ，到两个定点

（叫做焦点）的距离之积为常数的点的轨迹称为卡

西尼卵形线 ．卡西尼是一位出生于意大利的法国籍

天文学家和水利工程师 ，他是第一个研究土星的人 ，

为了纪念卡西尼对土星研究的贡献 ，人们用他的名

字命名了用于探测土星的探测器 ．

得出结论  虽没达到寻找椭圆 、双曲线 、抛物

线数量上的统一 ，但有意外惊喜 ，发现了卡西尼卵形

线 ，明确了到两个定点的距离和 、差 、积 、商为定值时

各自点的轨迹 ．

自我评价  建系列方程 ，用方程研究曲线 ，几

何画板帮助画图 ，网上查询资料 ，感受卡西尼卵形线

很美 ．

学习小组 ２  从“斜率”探索 ．

已有材料 ：（１）（课本 ４１页）设点 A ，B的坐标分
别为（－ ５ ，０） ，（５ ，０） ，直线 AM ，BM 相交于点 M ，且

它们的斜率之积是 －
４

９
，求点 M的轨迹方程 ．答案 ：

x２

２５
＋
９ y２

１００
＝ １（x ≠ ± ５） ．当斜率之积是 － １时 ，点 M

的轨迹是圆（去掉两点） ．

（２）（课本 ５５页）设点 A ，B的坐标分别为（－ ５ ，

０） ，（５ ，０） ，直线 AM ，BM 相交于点 M ，且它们的斜

率之积是
４

９
，求点 M 的轨迹方程 ．答案 ：

x２

２５
＋
９ y２

１００
＝

１（x ≠ ± ５） ．

（３）（课本 ４２ 页）已知点 A ，B 的坐标分别为
（－ １ ，０） ，（１ ，０） ，直线 AM ，BM 相交于点 M ，且直线

AM的斜率与直线BM的斜率的商是２ ，求点 M的轨
迹方程 ．答案 ：x ＝ － ３（y ≠ ０） ．

（４）（课本 ７４ 页）已知点 A ，B 的坐标分别为
（－ １ ，０） ，（１ ，０） ，直线 AM ，BM 相交于点 M ，且直线

AM的斜率与直线BM的斜率的差是２ ，求点 M的轨
迹方程 ．答案 ：y ＝ １ － x２

（x ≠ ± １） ．

（５）（课本 ８１ 页）已知点 A ，B 的坐标分别为
（－ １ ，０） ，（１ ，０） ，直线 AM ，BM 相交于点 M ，且它们

的斜率之和是 ２ ，求点 M的轨迹方程 ．答案 ：y ＝ x －

１

x （x ≠ ± １） ．

猜想 ：到两个定点斜率之差为定值的轨迹一定

是抛物线吗 ？

已知点 A ，B的坐标分别为（－ a ，０） ，（a ，０） ，直

线 AM ，BM相交于点 M ，且直线 AM的斜率与直线
BM 的斜率的差是 ２c ，探求点 M 的轨迹方程 ．

设 M（x ，y） ，则
y

x ＋ a －
y

x － a ＝ ２c（x ≠ ± a） ，化
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简得 y ＝ －
c
a x

２

＋ ac（x ≠ ± a） ．可见点 M的轨迹是

抛物线 ，但不是标准型 ．

得出结论  与两个定点连线的斜率之积大于 ０

时点的轨迹是双曲线 ；斜率之积小于 ０时（不为 － １）

轨迹是椭圆 ；斜率之积等于 － １时轨迹是圆 ；斜率之

差为定值时轨迹是抛物线 ．（都要去掉两个点）

自我评价  通过斜率找到椭圆 、双曲线 、抛物

线间的数量关系 ，但由于斜率的条件限制 ，所得轨迹

中都要去掉两个点 ，而且得出的抛物线也不是标准

型 ，有点遗憾 ；认真搜集课本相关内容 ，通过对比能

发现一些有价值的规律 ；从和 、差 、积 、商的运算变化

中收获新的知识 ；注意解题中的条件限制与等价

变化 ．

学习小组 ３  从距离探索 ．

已有材料 ：（１）（课本 ４７页）点 M （x ，y）与定点

F（４ ，０）的距离和它到直线 l ：x ＝
２５

４
的距离的比是

常数
４

５
，求点 M 的轨迹方程 ．答案 ：

x２

２５
＋
y２

９
＝ １ ．

（２）（课本 ５９页）点 M（x ，y）与定点 F（４ ，０）的

距离和它到直线 l ：x ＝
１６

５
的距离的比是常数

５

４
，求

点 M 的轨迹方程 ．答案 ：
x２

１６
－
y２

９
＝ １ ．

（３）（课本 ６２页）求到定点 F（c ，０）的距离和到

直线 l ：x ＝ a２
c 的距离的比是常数

c
a （

c
a ＞ １）的点 M

的轨迹方程 ．答案 ：
x２

a２ －
y２

b２ ＝ １ ．

（４）（课本 ６５页）平面内与一个定点 F和一条定
直线 l（l不经过点 F）距离相等的点的轨迹叫做抛物

线 ；若 F p
２

，０ ，l ：x ＝ －
p
２

，则抛物线方程为

y２

＝ ２ px ．

猜想 ：探究到定点 F（c ，０）的距离和到直线 l ：

x ＝
a２
c 的距离的比是常数

c
a （０ ＜

c
a ＜ １）的点 M的

轨迹方程 ．

依题意得
MF

x －
a２
c

＝
c
a ，即

（x － c）２ ＋ y２

x －
a２
c

＝

c
a ，化简为（a２ － c２ ）x２

＋ a２ y２

＝ a２ （a２ － c２ ） ．令 a２ －

c２ ＝ b２ ，可得
x２

a２ ＋
y２

b２ ＝ １ ．

得出结论  到定点 F（c ，０）的距离和到直线 l ：

x ＝
a２
c 距离的比是常数

c
a ＝ e ，当 ０ ＜ e ＜ １时 ，点 M

的轨迹是椭圆 ；当 e ＞ １时 ，点 M 的轨迹是双曲线 ；

到定点 F的距离和到直线 l（l不经过点 F）距离的比
为 e ＝ １时 ，点 M 的轨迹是抛物线 ．

自我评价  找到了三种曲线数量上的联系 ，而

且距离比 e分别为（０ ，１） ，１ ，（１ ，＋ ∞ ）的连续变化 ，

与图形的连续变化相吻合 ，很开心 ；课本习题从（１）

到（３）由特殊到一般 ，循序渐进 ；仿照课本中椭圆方

程的推导过程 ，令 a２ － c２ ＝ b２ ，使方程化简 ，形式简

洁 ，有对称美 ！

1 ．3  师生互动
展示汇报环节结束后 ，教师充分肯定学生的猜

想及所使用的数学研究方法（用方程研究曲线） ，走

的路不同 ，欣赏到的风景也就不同 ，但彼此交流 ，让

我们看到很多 ，想到很多 ！

师 ：针对小组 ３的结论 ，你能用更简洁的语言表

达吗 ？

生 ：椭圆 、双曲线 、抛物线可统一为平面上到一

定点的距离与到不过该定点的定直线的距离之比为

常数 e的动点的轨迹 ．

师 ：据此 ，你能求出这种统一定义下的方程吗 ？

如何建系 ，如何设点和定直线方程 ？方法很多 ，

方程的形式也不同 ．瑞士数学家欧拉是以定点为坐

标原点 ，定直线方程设为 x ＝ － p ，此时方程是什

么 ？学生很快计算得出（１ － e２ ）x２

＋ y２

－ ２ pe２ x －

p２ e２ ＝ ０ ．

师 ：用几何画板展示三种曲线的连续变化图 ，并

说明用几何画板的制图原理 （进一步突出统一

定义） ．

1 ．4  课堂小结
平面上到一个定点的距离和到一条定直线的距

离之比是一个常数 e的点的轨迹是圆锥曲线 ，统一

方程可写为（１ － e２ ）x２

＋ y２

－ ２ pe２ x － p２ e２ ＝ ０ ．研究

让我们看到 ，只有抓住共同的本质 ，才能用统一的观

点 、统一的语言来描述不同的事物 ．这让我们有一种

“透过现象看本质” 的快感 ，使我们领略到数学的

“统一美” ．

2  课堂新样态特征分析
2 ．1  课堂教学要充分尊重学生思维
好的数学教学活动应突出数学的特点和学生的

思考 ，揭示数学知识产生的自然性与合理性 ，要基于

感性发展理性 ．本节课的设计就是突破“直接化”的

方案 ，在情境与问题的驱动下 ，突出学生的自然想

法 ，如定义中到两个定点的距离和 、差 、商研究了 ，为
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什么不研究“积” ？嫦娥四号变轨的实施要通过数据

的输入和动力制动完成 ，那么圆锥曲线图形连续变

化背后的数据又是什么呢 ？椭圆与双曲线定义 、性

质联系较为紧密 ，似乎与抛物线有些疏远 ，抛物线有

准线 ，椭圆与双曲线为何没有 ？等等 ．不同的疑问 ，

有不同思考 ；不同的人 ，有不同的思维方式 ；不同基

础的学生 ，有不同的思维层次 ．但所有学生都是在探

究自己想要解决的问题 ．学习有兴趣 ，主动性就很

强 ，经历过探究过程 ，才能积累知识和方法 ，获得理

智和情感体验 ，这就是最好的学习方式 ．尊重学生思

维的教学要做好以下几点 ：（１）充分了解学生已有

的认知基础 ，如课前教师要认真批阅学生的研究报

告或作业 ，明确学生的认知起点 ；（２）尊重学生的情

感起点 ，即教师要明白学生想知道什么 、渴望解决什

么 ；（３）尊重学生对知识建构的思维习惯 ，关注新旧

知识之间的联系 ，形成自然的思维发展链条 ，如教师

针对学习小组 ３所进行的适时拓展 ；（４）尊重学生个

性差异 ，关注课堂新的生成 ，允许并鼓励学生的个性

思维在课堂流淌 ，本节课安排 ３个小组分别展示 ，就

是充分尊重学生的个性化思维 ，使课堂焕发出活力 ．

2 ．2  着力培养学生的自主发展能力

教学中教师先创设学习情境 ，提出目标与任务 ．

学生课后学习的空间与时间是开放的 、自由的 ，带着

自己的疑问查阅课本或上网搜集资料 ，也可以借助

其他工具（如几何画板）进行自主学习 ．这一目的是

要让学生在学习中经历 ：观察分析数学事实 ，提出有

意义的数学问题 ；搜集整理相关素材 ，归纳猜想 、探

求适当的数学结论或规律 ；给出科学合理的解释或

进行理性的证明 ；反思探索过程 ，通过检验优化研究

方案 ，从而获得进一步学习以及未来发展所必需的

数学基础知识 、基本技能 、基本思想 、基本活动经验

（四基） ，提高从数学角度发现和提出问题的能力 、分

析和解决问题的能力 （四能） ．与传统式学习相比 ，

“自主 ·合作 ·交流”型学习更强调学习主体对材料

的搜集与感悟 ，强调研究小组或团队的合作交流与

共同进步 ，这些都是新时代公民必备的素养 ．因此 ，

教学中教师要充分相信学生 、引导学生 ，逐步引领学

生走上自主学习与发展的道路 ．

2 ．3  合作交流是新样态课堂的主旋律

课堂教学是课堂活动的教学 ，课堂活动包括师

生交流 、展示 、探究等 ．叶澜教授认为 ，在教学过程

中 ，教师不仅要把学生看作“对象”“主体” ，还要看作

是教学“资源”的重要构成和生成者 ．学生在课堂活

动中的状态 ，包括他们的学习兴趣 、积极性 、注意力 ，

学习方法与思维方式 ，合作能力与质量 ，发表的意

见 、建议 、观点 ，提出的问题与争论乃至错误的回答

等 ，无论是以言语还是以行为 、情绪方式的表达 ，都

是教学过程中的生成性资源 ．有了这种“活资源”的

意识 ，教师才不会把学生在课堂中的活动 、回答看作

是一种对教师教的配合 ，而是看作对教的过程的积

极参与和教学过程创生的不可缺少的重要组成部

分 ．
［１］ 本节课的教学设计主旨就是学生的 ３种不同

研究方向 、方式 、结果通过分组展示给全班同学 ，并

让各种意见获得充分解释 ，使学生在交互学习中完

全明了背后的道理 ．正如美国小说家华莱士所指出

的 ，教育的目的 ，不是学会一堆知识 ，而是学会一种

思维的方式 ．教师在教学中要积极为学生创建交流

互动的平台 ，让学生敢说 、会说且说得精彩 ，真正实

现教师组织下的学生思维资源的共赏 ，体现学习不

仅是个体的行为 ，也是集体努力的结果 ．

2 ．4  努力实现课堂教学中的文化育人
文化属性是课程知识的基本属性 ，挖掘课程知

识的文化元素 ，充分表达知识的文化属性 ，是课堂教

学中文化育人方式的前提条件 ．本节课的教学设计

从历史和现实两种情境揭示知识的文化属性 ，通过

“自主 ·合作 ·交流”展示学生不同的思维历程来表

达教学过程作为一种文化实践的过程 ，并突出其中

的人与事 ，切实在学生的知识学习过程中开展文化

导入 ，引导学生开展文化体验 、文化体认 、文化体悟 ，

感受数学的形式美 、统一美 、简洁美 ，并在探索过程

中发展学生的数学文化积淀 、人文素养和人文情怀 ．

课堂教学不应仅仅把知识作为一种事实或结论告诉

或传递给学生 ，还需对具体知识进行深入的文化分

析 ，引导学生探究知识的文化属性 、文化思想 、文化

精神和文化思维方式 ，体现知识对学生的文化影响

力 ，真正达成“以文化人”的目的 ．
［２］
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