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○教学研究○

高三数学复习课微专题的教学设计与反思

———以“多变量函数的值域与最值”一课为例

谢洪荣

( 江苏省南京外国语学校仙林分校，210023)

高三复习课基本上有三轮． 第一轮主要

是对基础知识及考点的全面梳理; 第二轮主

要是对高考中的重要知识点和方法进行专题

复习; 那么，到了第三轮，许多学校都是通过

综合练习与回归课本，使学生熟悉应试得分

的策略，提高应试的能力、技巧． 今年，南京市

教研室在三轮复习中新增了一种做法，就是

开展微专题教学． 所谓微专题，就是聚焦一个

具体考点( 重点、热点或难点) ，以专题的形式

组织教学活动，一个微专题一般安排 1 － 2 节

课． 下面就以“多变量函数的值域与最值”为

例，谈谈如何进行微专题的教学设计以及在

教学过程中应该注意的问题．
一、教与学的基本认识

1. 教学目标

( 1) 能通过换元或消元的方法对多个变

量进行减元，求解多变量函数最值与范围问

题;

( 2) 能运用函数的性质对多个变量进行

减元，求解多变量函数最值与范围问题;

( 3) 能运用数形结合的方法，求解多变量

函数最值与范围问题．
2. 教学重点

求解多变量函数问题的基本思路与常用

方法．
3. 学情分析

进入高三最后阶段的复习，学生对用导

数法、基本不等式法、线性规划法求函数的值

域与最值已比较熟练． 对于简单的多变量函

数问题，一轮复习时在相应的章节也有所涉

及，但比较分散，且一轮复习的特点是从知识

到方法，再到知识与方法的直接运用，理解还

不够深刻; 而二轮复习主要是专题复习，其特

点是从问题到模式的识别，再到建立模型解

决问题，重在化归及知识与方法的整合． 不过

二轮结束后，依然有不少同学对多变量函数

问题存在盲点和疑点，因此，我们认为用微专

题的形式来展开教学是比较合适的．
学生在研究多变量函数问题时，可能遇

到的困难是如何观察式子的结构探寻减少变

量个数的方法． 因此，本专题的教学难点设定

为: 将多变量函数问题转化为双变量函数或

单变量函数问题．
4. 教学策略分析

( 1) 通过学习研究，建立相应的模型

引导学生观察已知条件的结构． 若已知

条件是二元一次不等式组，则将目标化为二

元函数，再选用几何意义或选用用基本不等

式求解; 若已知条件是等式或一个不等式，则

考虑将目标转化为单变量函数，再运用函数

的性质或利用导数求解．
( 2) 通过学习研究，找到降元的方法

引导学生观察已知条件的结构，若已知

条件是等式，则考虑代入消元; 若已知条件为

二元一次不等式组，则考虑将目标先作比再

换元．
( 3) 通过学习研究，总结解题规律

通过对基本问题的研究，学生能总结出

一般的解题思路和解题方法，能综合运用所

学知识解决问题，提升解决问题的能力．
二、教学过程

1. 基本问题
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( 1) 若正实数 a，b，c满足3a － 2b + c = 0，

则槡ac
b 的最大值是 ．

目标达成分析 会用代入消元转化为双

变量函数，运用基本不等式求最值．

答案:槡33 ．

( 2) 如果 2 2槡 xy + y≤ a( x + y) 对一切

正数 x，y 恒成立，实数 a 的最小值为 ．
目标达成分析 会用分离变量后作比换

元化为单变量函数，运用基本不等式求解．
答案: 2．
( 3) 已知关于 x 的实系数一元二次不等

式 ax2 + bx + c≥ 0( a ＜ b) 的解集为 Ｒ，则 M

= a + 3b + 4c
b － a 的最小值是 ．

目标达成分析 能将条件化为 a ＞ 0 且

c≥ b2

4a，会用代入消元得到 M ≥
a + 3b + b2

a
b － a

= a2 + 3ab + b2

a( b － a)
，转化为双变量函数，再令 b －

a = m，换元运用基本不等式求解．

答案: 槡2 5 + 5．
( 4) ( 2012 年福建高考题) 对于实数 a，b，

定 义 运 算“* ”: a* b =
a2 － ab，a≤ b，

b2 － ab，a ＞ b{ ，
设

f( x) = ( 2x － 1) * ( x － 1) ，且关于 x 的方程为

f( x) = m( m∈ Ｒ) 恰有三个互不相等的实数

根 x1，x2，x3，则 x1x2x3 的取值范围是 ．
目标达成分析 将已知条件表示为分段

函数，结合图形得出方程为 f( x) = m( m∈Ｒ)

有三个互不相等的实数根 x1，x2，x3 与变量 m
的关系，其中 x2x3 = m，且 m = x1 ( 2x1 － 1) ． 会

将目标化为关于 x1 的单变量函数，再求出定

义域进行求解．

答案: 1 － 槡3
16 ，( )0 ．

( 5) 设实数 n≤ 6，若不等式 2xm + ( 2 －
x) n － 8 ≥ 0 对任意 x ∈［－ 4，2］都成立，则

m4 － n4

m3n
的最小值为 ．

目标达成分析 会将已知条件化为二元

一次不等式组，能将目标作比、换元，转化为

以
m
n 为元的单变量函数，根据可行域的几何

意义求出
m
n 的范围，再利用导数求解．

答案: － 80
3 ．

2. 方法总结

处理多变量( 通常为两个或三个) 函数最

值或取值范围问题的基本思路是减元，常见

方法有:

方法 1 若条件为一个等式或一个不等

式可代入消元，当问题转化为双变量函数时，

可考虑用基本不等式求解．
方法 2 若条件为不等式组可作比换元，

当问题转化为单变量函数时，运用几何意义

求解，或进一步用导数求解; 当问题转化为双

变量函数时，结合二元不等式组表示的平面

区域，运用几何意义求解．
方法 3 利用函数的性质转化为单变量

函数，确定定义域后再求解．
3. 综合应用

例 1 ( 2011 年重庆高考题) 若实数 a，b，

c 满足 2 a + 2 b = 2 a+b，2 a + 2 b + 2 c = 2 a+b+c，则 c
的最大值为 ．

思路分析 设2 a = x，2 b = y，2 c = z，通过

换元将已知 条 件 中 的 指 数 方 程 化 为 整 式 方

程，由后一个条件解出 z 关于 x，y 的表达式． 令

xy = t，通过换元将 z 化为关于 t 的单变量函

数，并利用基本不等式由前一个条件求出 xy
的取值范围 进 而 根 据 函 数 的 单 调 性 求 其 最

值．
问题设计

( 1) 本题是属于多变量类型的问题吗?

( 2) 已知条件是什么结构?

( 3) 已知条件能化成更简单的形式吗?

( 4) 怎样进行消元?

( 5) 目标能化成单变量函数吗?

( 6) 能求出函数的定义域吗?

答案: log2
2
3 ．

例 2 ( 2012 年江苏高考题) 已知正数 a，

b，c 满足: 5c － 3a ≤ b ≤ 4c － a，cln b ≥ a +
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cln c，则
b
a 的取值范围是 ．

思路分析 已知条件中含有三个变量，

通过作比换元，转化为二元不等式组． 目标转

化为经过可行域内的点与原点的直线的斜率

的范围问题，可行域为曲边三角形，斜率的最

小值为过原点作求曲线段的切线的斜率，最

大值为过两 直 线 的 交 点 与 原 点 的 直 线 的 斜

率．
问题设计

( 1) 本题是属于多变量类型的问题吗?

( 2) 已知条件是什么结构?

( 3) 已知条件能转化成二元不等式组吗?

( 4) 可行域表示什么图形?

( 5) 目标具有怎样的几何意义?

( 6) 临界位置在哪里?

答案: ［e，7］．
4. 反馈巩固

( 1) 设实数 x，y 满足 x2 + 2xy － 1 = 0，则

x2 + y2 的最小值是 ．

答案:槡5 － 1
2 ．

( 2) 已知实数 a，b，c满足 a2 + b2 = c2，c≠

0，则
b

a － 2c 的取值范围为 ．

答案: － 槡33 ，槡3[ ]3
．

( 3) 若 a ＞ b ＞ 0，则槡2 a
3 + 3

ab － b2 的最

小值为 ．
答案: 10．
略解 因为 a ＞ b ＞ 0，所以 ab － b2 =

b( a － b) ≤ b + ( a － b)[ ]2

2

= a2

4 ，所以

槡2 a
3 + 3

ab － b2 ≥槡2 a
3 + 12

a2 ．

令 f( a) = 槡2 a
3 + 12

a2 ，a ＞ 0． 下略．

( 4) ( 2008 年江苏高考题) 已知 x，y，z ＞

0，x － 2y + 3z = 0，则
y2

xz 的最小值为 ．

答案: 3．

略解 由已知条件，得 y = x + 3z
2 ，代入

y2

xz，得
x2 + 9z2 + 6xz

4xz = 1
4

x
z + 9z

x +( )6 ．

因为 x，z ＞ 0，所 以
1
4

x
z + 9z

x +( )6 ≥
1
4 2 x

z ·
9z

槡 x +( )6 = 3，当且仅当 x = 3z 时

取等号．
三、教学反思

1. 微专题要瞄准一个点

高三最后阶段的复习主要是针对学生掌

握的薄弱环节或者高考热点问题，每节课应

聚焦一个问题的解决，目标明确，重点突出，

删繁就简，直击要害．
2. 微专题要形成解一类问题的基本思路

与方法

通过微专题的研究，在教师的引导下，通

过基本问题的解决，学生能归纳出解题方法，

更重要的是要形成解题思路，会根据条件和

目标的要求进行合理的转化，建立适当的模

型，做到有章可循，有法可依，方法有效． 在此

基础上，通过对典型问题的探究，学生能根据

自己的体会去尝试解决问题，形成能力． 通过

相应的反馈巩固练习，固化学生的思维．
3. 微专题可尝试多样化的组织形式

微专题教学可以由老师讲授为主，也可

以组织学生开展自主合作探究学习． 我们则

更多地采取了后一种方式，实践证明效果很

好． 具体做法是: ( 1) 学生按照一定方式组成

研究小组; ( 2) 教师根据学情调查提供若干微

专题供学生选择; ( 3) 教师围绕每一个微专题

准备一定的素材提供给学生参考; ( 4) 学生围

绕自己小组的专题，研究教师所提供的材料，

并进一步收集整理相关材料，提炼解法，总结

规律，形成讲稿，期间教师适时给予一定的帮

助与指导; ( 5) 各小组根据抽签顺序依次在班

上进行展示交流． 这种方式不仅使专题研究

更加具有针对性，更因为学生经过自主研究，

合作探究，公开展示的过程，使他们对于这类

问题的解题思路与方法的领悟更加深刻．
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