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斐波那契数列的推广与性质

胡 涛

(安徽省教育科学研究院230061)

文[1]介绍了斐波那契数列及其推广形式的

应用，受其启发，本文从斐波那契数列的定义出

发，将其推广得到一类新的数列一F数列，并研究

它的性质．

定义若数列{a。)满足：对任意的咒∈N’(7／

≥3)，总存在i，歹∈N。，使口。=ni+q(i≠歹，i<n，

．f<以)，则称{口。)是F数列．

由数F列定义知斐波那契数列是其特殊情

况，虽然它的通项公式不能确定，但a。可由a，，a：

线性表出，即有

定理1 前两项为a，一a，a。=b的F数列

{a。)，则

a。=P。a+q。b，P。，q。∈N。 (咒≥3)．

证明①7／m------．3时，命题成立；

②假设咒≤愚时命题成立，
即a^一sa+tb，5，t∈N’；

当n=k+1时，a^+1=口i+口』 (i≠．『，i，』≤忌)，

由归纳假设

af2户fa+qib，a』2P』a+qjb(夕f，P』，qi，qJ∈N。)，

故ak+1=(pi+户，)口十(吼+吼)6，

即当7z≥3时有a。一P。a-}-q。b，P。，q。∈N。．

推论 前两项都为0的F数列(a。)是零

数列．

定理2 首项为a。，公差为d的等差数列

{a。)是F数列的充要条件是d—n，．

证明 (必要性)因为数列{a。)是首项为a，，

公差为d的等差数列，且是F数列，所以有a。一

al+口2， 即a1+2d=a1+口l+d，d=口1．

(充分性)若d—a。，则a。=nd，由于当，z≥3

时，a。一a1+a。一l，1≠7／一1，所以数列{口。)是

F数列．

定理3 首项为口，，公比为q的等比数列

{口。)是F数列的充要条件是q：阜或
√5—192。F·
一

证明 (必要性)因为数列{a。)是首项为a。，

公比为q的等比数列，且是F数列，所以有a。=

口，-_|-az,qZ_q_1-o’故q=华或口=竿．
(鼢陛)若q=学或q=学测q2_g

一1=O，q2=q+1，所以alq”1=alq”2+口1矿～，

即a。=a。一1+a。一2(，z≥3)，所以数列{a。)是

F数列．

由F数列的定义知，数列{a。}的前两项a。=

a，a。----b，那么它的第3项为a。+口：，一般地，当它

的前砣一1项确定后，由于第，z项是前咒一1项中

的某两项之和，这样就有a一，种组合，a。的取值

至多有C：一。个，所以a。有最大值和最小值，我们

将a。的最大值记为B。，最小值记为C。，其构成的

数列记为{B。)，{e)，其中B，一C，=a，B。=C。

一b，B3一C3一a+6．

定理4在前两项a1一a，a。一b(a，6>05的

F数列中，

f。， 竹一，

(I)若口≤6，则B一一{b， 竹一2，

【B。一l+B。一2，咒≥3

万方数据



2019年第58卷第8期 数学通报 59

(Ⅱ)若a>b，则B。=

口， 竹=1

b。 竹=2

a+b， 咒=3，

2口+b。 咒=4

B。一1+B。一2，以≥5

f口’ 咒21

G=．《b， ，z一2．

l口+b， n>j3

证明 设{a。)是前两项为a。=a，a：=b的

F数列，则B1一口1，B2=口2，B3=口l+a2．

(I)若口≤6，

当n=3时，有B3=B1+B2，且B1≤B2<B3．

假设当竹=忌(靠≥3)时，有BI=B^一1+Bl一2，

此时有

B1≤B2<B3<⋯<B一1<＆．

当n=k+1时，由于ak+1=ai+口，≤Bf+B，

≤B卜1+BI，故当a^+1=BI+BI一1时，al+1最大，

即B。+。=反一。+B^，所以对任意的，2∈N。(挖≥3)

有B。=E一。+B。一：．故

r 口， 7l一1

B。=< b， 以=2．

lB。一1+B。一2， 靠≥3

由于6≥口>o，由定理1容易证明

r口’ ，z21

C。一．{b， ”=2．

【口+b， 竹≥3

(Ⅱ)若a>b，有

B3一Bl+B2，且B2<Bl<B3．

当n=4时，由于n4一口i+幻(i≠J，i，歹<4)，

a2≤口l<口3，

则a4=口i+q≤口3+n2(i≠J，i，歹<3)，

当且仅当a4=口3+a1时，a4最大，

即B4一口3+al一6+2a，且B2<Bl<B3<B4．

由于口s=口i+q≤Bf+B』≤B3+B4，

所以B5=B4+B3，且B2<Bl<B3<B4<B5．

假设当以一愚(，l≥5)时，Bl=B㈩+B卜2，

此时有

B2<B1<B3<B4⋯<风．

当咒=惫+1时，由于ak+1=ai+口，≤Bi+BJ

≤B一1+B^，故当a^+1=B^+B^一1时，aI+l最大，

即B。+。=Bl一1+B。，所以对任意的nE N‘(行≥5)

有B。=B。一，+B。一。，故

B。=

同(I)可证

a， ，l=1

b。 挖=2

a+b， 行=3；

2口+b， 咒=4

B。一1+B。一2，竹≥5

事实上，上面(I)中的数列{B。)是广义的斐

波那契数列，B。=aL一。+bL一。("≥3)，其中^

是前两项f。=^=1的斐波那契数列的通项

公式．

类似的，若a。<o，a：<o，有

定理5在前两项a1=a，a2=b(a，6<O)的

F数列中，

(I)若口≥6，则

f
口' ，z21

f口，
，221

G 2{ b， 俨2，B。2{b， 俨2；
【G一。+G一。， ，z≥3 【n+6，行≥3

(Ⅱ)若a<b，则

C。一

a。 咒=1

b，

a-1Lb。

2口+b。

G一1+G一2，咒≥5

n=1

n=2．

豫≥3

定理6在前两项al—n，a2一b(a>0，6<0)

的F数列中，

(I)当n≥J 6 I时，记衙的整数部分为是，则
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驴k≯委。，
G=

b，

口+(咒一2)b，

C。一1-+-C。一2，

咒=1

挖=2

3≤竹≤忌+5

竹≥意+6

(Ⅱ)当口<l bl时，记掣的整数部分为愚，则
f 口， 咒21

b， 咒=2

B。一< ，

6+(n--2)a，3≤行≤志+5

【B。一1+B。一2， 行≥志+6

f 口． ，22】

b， ，z22

C。一．{ ．

1口+(n-2)b，3≤行≤5

【G一1+G一2， 竹≥6

证明 设{口。)是前两项为a。=口，口z=b的

F数列，则易知Bz<Bs<B·．

(I)当口≥I b I时，由于口．=口；+口，≤Bt+B
≤B1+B3，(i≠歹，i，歹<4)，所以B。=B3+B，一b

+2口，且B2<B3<B1<B4．

同理B5一B4+B1=6+3口，B6=B5+B4，且

B2≤B3<B1<B4<B5<B6．

假设当1"t—k(咒≥6)时，B^一B^一l+B^一2，此

时有

B2≤B3<B1<B4<B5<⋯<B^．

则当n=k+1时，由于口^+1一口f+口』≤Bi+

Bf≤B^+B^一1，所以B^+1一B^+B^一1．

即对任意的靠∈N。(竹≥6)，都有B。=B。一，+

B。一2，故

f ：： ：三：
B。一．{ ．

6+(n--2)a，3≤珂≤5

【B。一1+B。一2， 咒≥6

依题设有

k b l≤口<(是+1)I b l，(kE N’)，

由于c2<C3<C1，口4=口i+口J≥Ci+G≥C2+C3，

(i≠J，i，歹<4)，

所以C4=C2+C3=口+26，且C2<C4<C3<C1；

同理C5=C4+C2=口+3b，⋯

Ck+2=CHl+C2=n+志6，

C^+3一C^+2+C2=口+(志+1)6，

C^+4=G+3+C2=口+(愚+2)b，

C^+5=Ck+4+C2=口+(是+3)b，

且G+。<G+。<Cz≤G+。<0≤Ck+z<⋯<c4<

C3<C1．

用数学归纳法可证明，当，l≥k+6时，C。=

C。一1+C。一2，故

f 口， 竹=1

6， n一2

G=< ．

1口+(n-2)b，3≤孢≤是+5

lC。一1+C。一2， 72≥正+6

(Ⅱ)当口<I b I时，依题设有 志口≤1 b I<(愚

+1)a，k∈N。，仿照定理6(I)的证明可得

f 盘' 挖一1

b， 行一2

B。=< ，

6+(竹一2)口， 3≤竹≤惫+5

【B。一1+B。一z， ，l≥忌+6

G=

a，

b，

规=1

，2=2

口+(，l一2)b， 3≤≤竹≤≤5

C。一1+G一2， 咒≥6

在上面的定理中，我们看到数列{B。)、

(G)都是从某项开始单调递增或递减．易知前两

项为口。一口，口。=6的F数列{口。)单调递增的必要

条件是0<口。<口。．当n，=2，口z一5时，若数列

{a。)单调递增，则有

㈡ 兰
G=< ，

2n+1， 咒一3，4

I咒+6， 咒≥5
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出乎意料的是从第5项开始，G为连续的自然

数．一般地，有

定理7在前两项al=口，a2=6(口，bEN。)的

单调递增的F数列{a。)中．若(口，6)=1，则存在

NEN+，当7z≥N时，G为连续的自然数．

证明注意到(口，6)=1，记b=am+r

(1≤r≤口一1)，则

口+ib=-ir(moda)，i=1，2，⋯，a一1，a．

可证口+ir(moda)=0，1，⋯，口一1[2]是模a

的完全剩余系．若这a个自然数又在长度为a的

区间内，则必然是连续的a个自然数．

为便于理解，不失一般性，不妨设6=m口+1，

m∈N。，由于

Cl=口，C2=b，C3=a+b，{a。)单调递增，a4

>口3，则c4=rain{口3+a2，a3+口1)=C3+C1．

： ： ： ： ： ： ：：： ： ：：：：：： ：：：：： ：●‘--0．----------。●--·-··--‘舢-···。¨--．-·■--··----●·●-～～■--⋯------州-川·●--●·●¨●．-．■o-●●-●o●●
0 1 l 1 2 I 1 2 3 I 2 3 1 2 34 1 1 23 4矗1

当G≤口+6时，因为C三0，1(moda)，且C3

+c2≤Ci+Cj三2(moda)，i4=_『，i<靠，歹<1"t，所

以，当c3<G<C3+c2=a+2b时，C兰1

(moda)，且C。一G一1+C1=G一1+口．

若G，<口+26<G，+Cl，则e．+l=口+2b．

此时G第一次取妇+2形的自然数，且G．，

G，+。是连续的2个自然数；

当C≤a+2b时，G三0，1，2(moda)，且

G，+1+C2≤Cf+G----3(moda)，因此，

当a+2b<G<a+3b时，C。兰1，2(moda)，

且G依关系式C。一G一。+口单调递增至C“

若G。<口+36<G，+C1，G，----2(moda)，于

是有G．+。=口+3b，此时G第一次取忌口+3形的

自然数，且G。一，，G，，G，+。是连续的3个自然数．

当G≤a+(口一1)b时，G三0，1，⋯，a一1

(moda)，且G．，+1+c2≤G+Cf三口(moda)兰0

(moda)，因此，当a+(口一1)6<G<a+ab时，

G兰1，2，⋯，a一1(moda)，且G依关系式C。=

G一。+-+口单调递增至C～一。．若C0一。<口+ab<

吼一。+cl，q一。三口一1(moda)，于是，有c～一。+l
一口+口6，此时G第一次取k(是>1)形的自然

数．令No=‰一1+1，可知CN。，CNo一1，⋯，CNo一口+l

是连续的a个自然数，取N=No一口+1，则当，l≥

N时，G=CN+，l—N，故G为连续的自然数，且

CⅣ=CN一口+l +1．。=ab

推论前两项al=口，a2—6(口，bE N。，口<6)

的F数列{a。)单调递增．若(n，6)=d，则存在

NE N’，当行≥N时，{G)为公差是d的等差

数列．

定理7中最小的N值可以这样确定：先计算

[口，a+ab)中{G)的项数，这些项是由a，b和首

项为a+ib，公差为a的等差数列

{P也)(i=1，2，⋯，口一1)的项构成的．

因为夕。=口+西+(豫一1)，

由夕，<n+口b<p‰，，得6一堡a<，l；<6+1一挚，
eP 6一·一[挚]<咒t<6+·一[挚]，

龇一6一[甜
如图，由几何意义亡2]可知

参一霎(6一[芋])一号c¨mⅧ．
因此，N=2+∑豫一(a--2)

=丢(口--1)(b--1)+3．
-y

x=l x2口-l ／y2
6

／
D 9／

／ ／。
B

3

D

下面我们解决如下问题：

缸
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已知{a。)是F数列，且单调递增，a，=3，a。

=5．若a。=2018，求的咒最大值．

解当a。=G=2018时，，l最大．由于

C3=8，c4=11，Cs=13，c6=14，c7=16，

C8=17，C；=18．

当7l≥7时，G=16+(竹一7)，

由G=2018得，n=2009．

下面证明挖的最大值为2009：

因为口。≥G咒∈N’，C2009=2018，

则a2009≥Cz009．

若a。=2018，则a2009≥口。，行≤2009．

故，l的最大值为2009．

一般地，有

定理8已知{a。}是F数列，且单调递增，a。

=口，a2=6(口，b∈N。，6>a)．若a。=k(愚∈N。，

k>ab)，则当a。=G=足时，以最大．

类似地，还有

定理9 已知{a。)是F数列，a1一a，a2=b

(口，6∈N。，6>口)．若a。=惫=BN．则当n=N时，，l

最小．
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k时，M就一直在那里不动了．我们称0与k为两

个吸收壁．设在时刻，l时质点M在点i(0<￡<忌)

处，在时刻，l+1时质点M到点i一1的概率为a

(o<口<1)，仍在点i的概率为b(o<6<1)，到点i

+1的概率为c(c一1--a--b)．那么由全概率公式

可以推导出质点M被k吸收的概率为P；=ap；一。

+6A+cp件1(z=1，2，⋯，愚一1)．这就是著名的

有两个“吸收壁”的随机游动问题，一个具体而典
型的例子是“赌徒输光问题”．

显然上述递推公式中的P；只与质点M的当

前位置有关，而与过去的位置无关．如果一个随

机过程，一旦知道现在的状态，就可以知道未来状

态的概率，并且未来状态的概率只受现在状态的

影响，不受过去状态的影响——“知道现在，未来

与过去无关”，那么这个随机过程就是“马尔科夫

过程”．如液体中微粒所作的布朗运动、传染病受

感染的人数、股票市场行为的描述、群体的增长

等，都可视为马尔可夫过程(或马尔可夫链)．在

现实世界中，有很多随机过程都可归为马尔可夫

过程，因此对马尔科夫过程的研究，无论从理论或

是实际应用来说都是具有重要意义的．

另外，顺带指出，如果不以随机的眼光看数轴

上跳动的质点，那么也可设计漂亮的代数推理

试题．

2011年高考北京卷理科压轴题：

若数列A。：al，a2，．．·，a。(恕≥2)满足I aI+l—

at I一1(愚=1，2，⋯，行一1)，则称A。为E数列．记

S(A。)一--'al+口2+⋯+口。．

(I)写出一个满足al=a5=0，且S(A5)>o

的E数列A。；

(Ⅱ)若al一12，，l一2000，证明：E数列A。是

递增数列的充要条件是a。=2011；

(Ⅲ)对任意给定的整数，l(，l≥2)，是否存在

首项为0的E数列A。，使得S(A。)=o?如果存

在，写出一个满足条件的E数列A。；如果不存在，

请说明理由．

解答与分析详见文献3，此不赘述．
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