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大学视角下的中学数学(泰勒展开)

李尚志

(北京航空航天大学 100083)

例1(2018理科数学全国卷Ⅲ第21题)

已知函数，(z)=(2+x3ax2)ln(1+z)

一2z．

(1)若口一0，证明：当一1<z<0时，

，(z)<o；当x>O时，，(z)>o．

(2)若z=0是f(z)的极大值点，求口

的值．

大学视角

用泰勒展开式ln(13z)一z—iX2十了23一百X4+⋯

得

f(x)=(2+z+口z2)(z一虿332十了X3一百X4+⋯)一2z

=(口+告)z3+(一号一丢)z4+⋯ c，，

如果三次项系数a+丢≠o，在。附近足够小
的区间(一d，d)内，三次以上各项和绝对值比三

次项小，厂(z)的正负号与三次项(n+音)z3相
同，f(z)与f(一z)异号，总有一个大于0，

，(o)一。不是极大值．

要使，(o)极大，必须三次项系数n+言20，

口一一吉．此时厂(z)一一矗z4+⋯的最低次非
零项是四次项一壶z4·在。附近足够小的区间

内，，(z)的正负号与四次项一壶z4相同，当
z≠0时都小于0，厂(o)确实是极大值．

一般地，设，(z)=厂(c)+a。(z—c)”+

口。+。(x--c)m+1 3⋯是无穷级数且n。≠0是常数

项之外最低次非零项的系数．则当z—c时f(z)

--f(c)=(z—c)”[n。+口。+1(z—c)+⋯]，方括

号内的A(z)=口。+口。+1(z—c)+⋯一口。，在c

附近足够小的区间(c—d，c+d)内，Jz—cI足够

小，A(z)足够接近口。，正负号与口。相同．，(z)一

，(c)与m次项a。(z—c)”正负号相同．

当m是奇数，z—c<O与z—c>O时，(z)

--f(c)的正负号相反，一正一负，，(c)既不是极

大值也不是极小值．

当m是偶数，只要z—c≠0都有(z—c)”>

0．当口。<o时都有厂(z)一，(c)<o，，(f)是极

大值．当am>o时都有厂(z)--f(c)>0，，(c)是

极小值．

中学生只要背熟了泰勒展开式
巾‘ 1—0 甲n

ln(1+z)=z一每+每一⋯+(一1)”1生+⋯．
厶 o n

就不难在草稿上完成以上解答，知道此题的正确

答案．他不能将这个解答写在高考试卷上，但既

然知道了，(z)展开式中的三次以下的项都等于

0，就知道f(z)在X一0的一阶与二阶导数

厂，(o)一／，(o)一。都等于0．也知道应该根据三
1

阶导数，∞’(o)=o得到以一一去，并且根据0

附近的三阶导数f。’(z)<o来论证厂(o)确实是

极大值．他已经胸有成竹，只需按照既定路线一

步一步算导数达到预定目标．别的考生也在一步

一步算导数，却茫然不知前面的道路会遇到什么

障碍，算出一阶和二阶导数都等于0就可能不知

所措了．

中学解法

首先，厂(z)=0．

(1)n—o，h(z)一f7(z)一In(13z)+掣
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--2一In(1+z)+÷一1．
h(O)=0，

以z)=南～面b=面爵?
当x>O，h7(￡)>o对区间(o，z]．内所有t成

立．^(￡)在区间[o，z]由^(o)=o递增到^(z)=

f7(z)>0．区间(o，z)内所有／(￡)>o．，(￡)在

区间[o，z]内由，(o)递增到，(z)>o．这证明

了，(z)>O对所有x>O成立．

当一l<x<O，h 7(￡)<o对区间[一1，o)内

所有t成立．^(f)由^(z)单调递减到^(o)一0，

可知^(z)=，7(z)>0．

这说明f7(￡)>o对区间[一1，o)内所有t成

立，，(≠)在区间内单调递增到，(o)=0，可知

，(z)<O对所有一1≤z<0成立．

(2)，(z)在定义域(一1，+oo)有任意阶导

数．厂(o)是极大值，就是说0附近某区间(--d，

d)内其它值，(z)<，(o)(z≠o)．

当x<O到0，厂(z)由<厂(o)到，(o)递

增，，，(z)>o，令z—o得厂，(o)≥0．x=O到z

>o，，(o)到，(z)<厂(o)递减，／(z)<o，令

z—o得厂，(o)≤0．迫使f7(o)一o，这是厂(o)是

极大值的必要条件．f7(z)由正递减到0再递减

到负，／，(z)都是负．如下表：

X 一 ≯0 ≯ 七

厂(z) <厂(o) ／ 厂(o) ＼<，(o)

f7(z) + ＼0 ＼ 一

厂(z) 一 ，(o) 一

／(o)=o，且／，(z)<o对0附近某区间内

z≠0都成立，这是厂(o)为极大值的充分必要

条件．

计算得

／(z)一(1+2口z)ln(1+z)+生警一2
=(1+2㈣ln(1+z)+％孑．

f7(o)一O．

／，(z)_2口In(1㈦+訾+鬻一
口Z2一Z石丽

铋1n(·㈦+等等．
／，(o)=o．

，(o)是极大值甘在X=0左右附近有g(z)

=／，(z)<o=g(o)，这又要求g(o)是极大值，必

须97(O)一O．

gk)=帛+
4口+1+2a

(1+z)2

z 2(4a+1)x+2ax2

(1+z)3
‘

甘97(o)=孥+丝}+旱=6n+1=o

甘口一丢．

，，、 一号(1+z)2+丢(1一z)(1+z)一号z+号≯g(z)2——————可干矛————～
=一詈1譬高3一一zA(z)，A(z)一石1篙三》．=一一=一fjI t1．jI 1_l=一(+z)

““、“7”‘、47
(+z)3‘

区间(一1，4)内A(z)>o，97(z)一一zA(z)

的正负号与z相反，在区间(一1，0)内97(z)>o，

区间(O，4)内97(z)<o．g(z)在区间(一1，4)递

增到g(o)=0再递减，当z≠0都有／，(z)=

g(z)<o，这与f7(z)=0一起保证了厂(o)在

(一1，4)内是最大值，也是极大值．

第(2)小题解法2 当z—O，2+St：+口z2—

2>0．0附近足够小区间(一d，d)内，2+z+ax2

足够接近2，也有2-4-z+口2>0．，(z)在区间

(一d，d)内的正负号与

口(z)=云等一ln(1+z)一虿F=2孺2
相同．，(o)是极大值管g(o)是极大值甘。附近

某区间(一^，o)内

，，、 1 2(2+X+az2)一2x(1+2az)q【z)一l+x———西再耳瓦7—一
1 4-——2axz

一!兰±兰±垒兰!!!二!!±兰!!垒二；垒兰!!

=竺％2等．27铲ax >o
(++ z)2

7。

且在(o，五)内97(z)<o．咎6口+1一o，口=一丢．

此时q7 cz，=罱32 x3+lx4符合要求，
万方数据
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h(O)与／‘(O)都是极大值．

答案：n2一言·
点评 解法2的优点是：先用除法将与

In(1+x)相乘的2+x+ax2剥离，只求一阶导数

就把对数函数消去，化成分式．容易判定口7(z)

在z=0附近取值的正负号，不需要高阶导数，

也不需要再求极限．

例2 (2012全国理科数学卷)已知函数

f(x)=詈酱+砉，曲线y=，(z)在点(1，厂(1))
处的切线方程为x+2y--3=O．

(I)求a，b的值．

(Ⅱ)当x>O且z≠1时，(z)>坚丢+鱼．
X。——1 X

求k的取值范围．

解(I)过点(1，f(1))的切线方程z+2y

一3=o即y=一丢z+号．

就是要求，(1)=一虿1十虿3=1，

／(1)=一虿1．

对函数，(z)计算得，(1)=6=1，

厂，(1)2虿a一6一一专净口21．
(II)题目要求当x>O且z≠1时

m)=鬻+}础)=墨+砉，
讹)=m)一出)一等+孚>o，

令^(z)：(X2--1)d(z)：一2l眦+(1一忌)(z一三)．
X

则^(1)=o．^7(z)一一i2+(1一是)(1+≯1)=

(1一]．)Zx--h(1+x1-i')．^’(1)一一2k．

当x>O，z≠1，由z+1>o，d(z)>0得

盟尘萼盟一些一(z+1)d(z)>o．
Z一1 Z一1

当z一1时上式左边的极限为h’(1)=一2k

≥0，必须是≤0．

设愚≤o，则^，(z)：(1一土)z一忌(1+与)≥

0．当x≠1，h7(z)>0．

当x>l，^(1)=0单调递增到^(z)>0，

d(z)：掣>0．
Z’一l

当O<x<l，^(z)<o单调递增到^(1)=0，

d(z)一尝>o．
Z—l

k的取值范围为(一∞，o]．

点评 本题解法与例1解法2如出一辙：

d(z)乘X2-1将碧的分母剥离，一次求导就
消掉了对数函数，容易讨论函数的正负．

本题函数d(z)在X一1无意义，无法由

d(1)的值和区间(o，+∞)上的导数d7(z)判定

区间各点的d(z)值．乘z2—1之后得到的^(z)

在所有各点(包括z=1)都有函数值和导数值．

而且导数h7(z)不含对数函数．将h(z)在各点

的值判断清楚了，d(z)在z≠1的各点的值也都

清楚了．

借题发挥泰勒运筹。求导实施

1．举一反二． 具备了基础知识的考生都知

道，(o)是极大值的一个必要条件是／(o)=0．

常规考试题一般都有／，(o)<o来保证0附近左

右两边的／，(z)<o，f7(z)左正右负，从而保证

，(o)是极大值．本题却故意让／，(o)=0来增大

难度，把只会用现成方法的考生刷下去，帮助能

够灵活运用现成方法的考生脱颖而出．所谓“灵

活运用现成方法”，当然不是让你用泰勒展开，

也不是让你用洛必达法则，因为泰勒展开和洛必

达法则都不是现成方法，而是新的知识和方法．

我不能猜测出题人希望你用哪一种现成方法．我

能想到的是：当／，(o)=0，如果二阶导数g(z)

一／，(。)在X一0左右两边的取值g(z)<o都为

负，g(0)又是极大值．将f(0)取极值的条件

f7(O)一0用到g(z)身上得到97(0)一0，当

矿(o)<o就得到g(o)=0是极大值，从而，(o)

也是极大值．这是将现成方法用两次，可以叫做

举一反二，还不是举一反三．

2．利用导数算极限．可惜很多考生不会举

一反三，也不会举一反二，能够依样画葫举一反

万方数据



4 数学通报 2019年 第58卷第8期

一就不错了．他们分析出厂(o)是极大值的条件

应该是0左右两边的二阶导数／，(z)都为负，与
∥f．、X之比扯(z)=世左正右负，当z—o时的极

限p(z)一∥=o．这个想法不错．问题在于怎么求

极限口?

假如认识到当z—o，肛(z)：型：丛半．肛：广(0)
Z Z—U

的极限就是函数／，(z)在z=0的导数厂(o)，

就不必费尽心机去求极限，只要套公式求／，(z)

的导数就行了．

假如你不懂三阶导数，或者怕使用了三阶导

数被判为超纲而扣分．那很好办：将二阶导数

尸(z)改个名字记为g(x)，忘掉它是二阶导数，

再求导数就变成一阶导数97(0)，而没有三阶导

数了．甚至如果你对二阶导数都感到害怕，可以

将一阶导数厂(z)记为矗(z)，二阶导数／，(z)一

h7(z)就变成一阶导数了．不需要学习新知识，

没有新困难．

唯一的困难是心理障碍．就好比你学了数手

指得出3+2=5，只记住答案5，遇到考题44-5

还只靠背得的答案写4-4-5—5，而不会举一反二

用与3+2同样的方法数手指得出44-5=9．又

如，书上写了零向量平行于任何向量，没有写垂

直于任何向量，你就认为零向量不垂直于任何向

量．还把这个“心得”写成文章到处传播，或者在

你主持的“培训班”宣讲．如果高考问零向量是否

垂直于向量0孬，你就告状说考题超纲了，(就好

比学了34-2却考44-5你就告状说超纲)．而不

知道作蔬上萌，通过书上讲过的知识o∥碡得
出0上0页．直接用书上的现成公式做考题，这叫

应试教育．考题是书上没有的，但可以用书上的

现成公式稍加变通举一反三或者举一反二做出

来，这叫做素质教育，考的是核心素养．只要书

上讲过求一阶导数，考任何阶的导数都不是超

纲，因为你可以把它变成一次又一次求一阶导数

做出来．

3．洛必达隐身避超纲

很多考生看不出当z一0时

“(z)一型：2n垫!!±兰!+

—(4a丌+干l丌)+ax—p—O(1+z)2 P
。 (2)

的极限口是导数，非得要硬算这个极限．就发现

肛(z)后一部分的分式的极限可以将z=o代人，

直接算出T4a雨+可l+O=4a+1．前一部分的
堕里±立不能直接算出．很多中学老师教学生的

方法就是用洛比达法则，分子分母求导来得出求

这个极限：分子分母同时求导得到r艺，再将
x=O代入得到极限1．有些地区的评卷考官就来

限制这种做法，说是中学教材没有讲，超纲了，

不准用，用了就要扣分．中学老师愤愤不平：超

纲是因为我们的老师和学生特别优秀，提前学了

大学知识．应该鼓励而不应该打击．

其实我很赞成中学老师这种观点：中学生提

前学了大学知识，只要用得正确，就应该鼓励而

不应该打击．问题在于：第一，你用得正确吗?

第二，既然人家见了“洛必达”三个字就要扣分，

你难道就没有办法回避这三个字，换汤不换药，

用中学教材上讲过的方法将极限求出来?

如果你真是“超纲”学会了大学微积分，这两

个问题都迎刃而解．

第一，大学怎样求这个极限?不是用洛必达

法则，而是

limln(1+x)．一limln(1+z){一ine=1，

用的是微分学两个基本极限之一：

lim(1+z){一e． (3)

大学为什么要算垫盟±立的极限?不是为了高

考，而是为了推出求对数函数导数(Inx)7的

公式：

(1nz)，_lim堕鱼±尘尘：lim—ln(—1+二-乙-。)
．1n(1+二)

一土1im———三一．
Z po —t 7

让x>O固定不变，￡一O，则A一三一0，上式最后

的极限就变成
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竺兰：掣斗。圳㈣，一．
Z

可见，极限1im—ln(1+—x)一1是推出导数公式

(1n z)7=二的中间步骤．利用基本极限(3)得出

这个极限，再用它得出导数公式．其实它本身就

是对数函数厂(z)=In z在z=1的导数，7(1)的

原始定义：

l删im攀导=l删irallm嵴暑X三}=阳，一2——石—广—■—■_-～2，‘1)：一o Z z一0 Ll十J—l ’

以上的运算过程是利用in X在X=1的导数1得

出在z的导数三．

洛必达法则是用导数公式求极限．但是导数

公式本身也是极限，谁来求这个极限呢?用更基

本的极限来这个极限，推出导数公式．以上就是

用关于P的基本极限(3)来推出对数的导数公

式．如果再用洛必达法则来求，就是循环论证．

洛必达法则可以求别的极限，却不能求推出自己

这个导数公式那个极限．就好比父母生了儿子，

儿子可以生孙子，但是儿子不能生父母．如果中

学生真是超纲达到了大学水平，就知道这个极限

—ln(1+—x)一1不应该用洛必达法则计算，而应该
用基本极限计算．所以，按照大学的标准，这不

是超纲，而是循环论证，是儿子生父母．

高考考生不是大学生，不能按大学标准要

求，而应该按中学要求．中学生应该怎样来求这

个极限呢?中学教材没有讲e的基本极限，更没

有讲洛必达法则，但是讲了导数公式，也讲了导

数定义．就应该用导数定义和导数公式来求．高

考中是否准许用洛必达法则，争吵了很多年，纠

结的几乎都是这“两个”极限lim业一厂，(1)：lim粤，
厂(z)一In z，

即使不按大学标准来讨论循环论证的问题，就按

中学标准，只要你懂了什么叫导数，就应该看出

这“两个极限”其实是同一回事，都是In z在

X=1的导数的原始定义．将z=1代人导数公式

(1n z)7=--1 31)1．即得到．你偏偏就看不出来．非得

把一知半解的三个字“洛必达”抬出来作为“圣

旨”．人家不准你用这条圣旨，要扣你的分，你还

自以为是烈士虽扣犹荣．改卷人居然还给你颁发

了个荣誉证书叫做“超纲”．假如我来评卷，照样

扣你的分，但不会颁发荣誉证书，而是颁发一条

罪状“不懂导数定义，没有达到中学教学要求”．

当然，中学教材确实没有强调导数定义，其实也

不怪中学生．但是高考考了很多次，你怎么对

付?不要用有“洛必达”三个字的圣旨，换一条

“导数定义”就行了．

其实，凡是可以用洛必达法则求极限的，通

通都可以用导数定义来代替，洛必达三个字可以

一律不用．例如，当z—o时厂(z)一O，厂(z)除以

z的商的极限

lira世：lim＆半：阳)，
一般地，当z—c两个函数，(z)，g(z)都趋于0，

它们的比的极限

￡!兰)二』!堕蟛=婴南=船，
这就是用导数定义推出洛必达法则．为了避免超

纲扣分，你不说它是洛必达法则，自己用导数定

义重新推出来，不用洛必达之名，只用中学允许

的知识，仍然将极限化成了导数．例如，当z一1

时求极限

In X--In l

上三一二三[．!!望兰纠
sin 7cz!i翌至兰二!i翌至!(sin 7cz)7 I。=l

一熹卜一{
虽然这样的题目难度超纲，但如果真的遇到

了，以上解法只用了导数定义和导数公式，没有

出现洛必达三个字，并没有超纲． (未完待续)

万方数据


