
例 7 若 x ＞ 0，关于 x的不等式 a( eax + 1) ≥

2 x + 1
x( ) lnx恒成立，求 a的最小值．

解析 由题可知 ax( eax + 1) ≥ 2( x2 + 1) lnx，
则 axeax + ax≥ x2 lnx2 + lnx2 ．
令 f( x) = xex + x，则 f( ax) ≥ f( lnx2 ) ．
由求导分析可知函数 f( x) 在 Ｒ上单调递增，则

ax≥ lnx2，即 a≥
2lnx
x

．

令 y = 2lnx
x
，求导可知当 x = e时取得最大值，则

a≥
2
e
．

6 利用 x = alogax = logaa
x 变形构造函数

例 8 已知函数 f( x) = xex － a( lnx + x) ，若函数

有两个零点，求 a的取值范围．
解析 由题可知 f( x) = elnxex － a( lnx + x) =

elnx+x － a( lnx + x) ．
令 t = lnx + x，则 g( t) = et － at．
又函数 t = lnx + x单调递增，即 g( t) 在实数范围

内零点个数与 f( x) 零点个数相同．
当 a = 0 时，g( t) = et 没有零点，当 a ＜ 0 时，

g'( t) = et － a ＞ 0，则函数 g( t) 单调递增，则不合题
意，当 a ＞ 0时，令 g'( t) = et － a ＞ 0，则函数 g( t) 在
( － ∞，lna) 上单调递减，在( lna，+ ∞ ) 上单调递
增，所以 gmin( t) = g( lna) = a( 1 － lna) ．
当 0 ＜ a ＜ e时，g( lna) ＞ 0，则函数无零点，当

a = e时，g( lna) = 0，则函数只有一个零点，当 a ＞ e
时，g( lna) ＜ 0，则函数有两个零点．综上: a ＞ e．

把控三角函数与导数结合的六大命题点

清华大学附属中学永丰学校 100094 吴永芳

【摘 要】 导数是研究函数问题的有力工具，由于三角函数属于函数系统，利用导数研究三角函数的单调性、
奇偶性、对称性等性质及最值问题、含参问题等，具有得天独厚的优势，能很好地彰显解题方法的灵活性、多样性与
独创性，也更充分地考查数学核心素养，综合应变与解题调控能力．
【关键词】 把控; 三角函数; 导数; 结合; 命题

随着高考命题改革的深化，高考数学命题往往

不囿于某一个知识点，而是强调知识间的整合，在知

识点的交会、结合处设计试题．在历年高考中，三角
函数与导数的结合问题备受高考命题者青睐，而且

常处于压轴题的位置．下面以近两年高考题和各地
模拟题为例来说明三角函数与导数结合的 6 大命
题点．
命题点 1 利用导数研究三角函数的性质
三角函数的性质主要是指单调性、奇偶性、对称

性等，利用导数研究这些性质的途径有:

1) 若函数 f( x) 在( a，b) 上单调递增( 减) ，则
f '( x) ≥ 0( f '( x) ≤ 0) ．

2) 可导奇函数的导函数为偶函数，可导偶函数
的导函数为奇函数．

3) 当 x = x0 为对称轴时，函数取得最大或最小
值，此时函数在最高点或最低点处的切线斜率为 0，
即f '( x0 ) = 0．
例 1 ( 2021年八省联考 12 题) 设函数 f( x) =

cos2x
2 + sinxcosx

，则( ) ．

A．f( x) = f( x + π)

B．f( x) 的最大值为
1
2

C．f( x) 在 － π
4
，0( ) 上单调递增

D．f( x) 在 0，π
4( ) 上单调递减

解析 因为 f( x) =
cos2x

2 + 1
2
sin2x

= 2cos2x
4 + sin2x

，所

以 f( x + π) =
2cos2( x + π)

4 + sin2( x + π)
= 2cos2x
4 + sin2x

= f( x) ，A

正确．

令
2cos2x

4 + sin2x
= m，则 msin2x － 2cos2x = － 4m，所

以 m2 +槡 4 sin( 2x + φ) = － 4m，所以
－ 4m

m2 +槡 4
≤1，
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整理得 m2 ≤
4
15
，解得 m ≤ 槡2 15

15
，所以 f( x) max =

槡2 15
15
，B错误．

f '( x) =
－ 4sin2x( 4 + sin2x) － 2cos2x·2cos2x

( 4 + sin2x) 2

=
－ 16sin2x － 4
( 4 + sin2x) 2

，令φ( x) = － 16sin2x － 4，则φ( x) 在

在 － π
4
，0( ) 上单调递减，且 φ － π

4( ) = 12 ＞ 0，

φ( 0) = － 4 ＜ 0，所以存在唯一的 x0∈ － π
4
，0( ) ，使

φ( x0 ) = 0，且当 － π
4

＜ x ＜ x0 时，φ( x) ＞ 0，f '( x)

＞ 0，所以 f( x) 单调递增，当x0 ＜ x ＜ 0时，φ( x) ＜
0，f '( x) ＜ 0，所以 f( x) 单调递减，C错误．

f '( x) =
－ 16sin2x － 4
( 4 + sin2x) 2

＜ 0在 0，π
4( ) 上恒成立，

所以 f( x) 在 0，π
4( ) 上单调递减，所以 D正确．

故选 AD．
点评 本题将三角函数的恒等变换、周期、最

值、单调性等重要性质及函数零点、导数应用等悉数
涉及，需要考生掌握三角函数的恒等变换，熟练运用

设参、三角函数的有界性、求导、函数零点判断等知
识与方法技巧，考查的容量大．对于选项 C、D，充分
利用导数知识作出判断．
命题点 2 利用导数求三角函数的最值
利用导数先研究函数的单调性，进而求出最值．
例 2 ( 2020届广东省广州市一模理 16) 已知

△ABC三个内角为 A，B，C，且 sinA，sinB，sinC 成等
差数列，则 sin2B + 2cosB的最小值为 ，最大值

为 ．
解析 因为 sinA，sinB，sinC成等差数列，所以

sinA + sinC = 2sinB．
所以由正弦定理，得 a + c = 2b．

由 余 弦 定 理， 得 cosB = a2 + c2 － b2

2ac
=

( a + c) 2 － 2ac － b2

2ac
= 4b2 － b2

2ac
－ 1 = 3b2

2ac
－ 1．

由基本不等式，得 2ac≤
( a + c) 2

2
，所以 cosB≥

3b2

( a + c) 2

2

－ 1 = 3b2

( 2b) 2

2

－ 1 = 1
2
．

由 B 是 △ABC 的内角，知 0 ＜ B ＜ π，所以

0 ＜ B≤
π
3
．

记 f( B) = sin2B + 2cosB，B∈ 0，π
3( ] ，则f '( B)

= cos2B × 2 － 2sinB = 2( 1 － 2sin2B) － 2sinB =
－ 2( 2sin2B + sinB － 1) = － 2( 2sinB － 1) ( sinB + 1) ．

令f '( B) = 0，得 sinB = 1
2
．由 0 ＜ B ≤

π
3
，得

B = π
6
．

当 0 ＜ B ＜ π
6 时
，f '( B) ＞ 0，所以 f( B) 单调递

增，所以 f( 0) ＜ f( B) ＜ f π
6( ) ，即 2 ＜ f( B) ＜ 槡3 3

2
;

当
π
6

＜ B≤
π
3 时
，f '( B) ＜ 0，所以 f( B) 单调

递减，所以 f π
3( ) ≤ f( B) ＜ f π

6( ) ，即槡32 + 1≤ f( B)

＜ 槡3 3
2

．

所以当 B = π
6 时
，f( B) 取得最大值，且 f( B) max =

槡3 3
2
; 当B = π

3 时
，f( B) 取得最小值，且 f( B) min =

槡3
2

+ 1．

故 sin2B + 2cosB 的最小值为槡
3
2

+ 1，最大值

为 槡
3 3
2

．

点评 该解法首先利用正、余弦定理并结合基
本不等式求得角B的范围，进而构造函数 f( B) ，并利
用导数研究函数 f( B) 的单调性，从而求得最值，体
现了逻辑推理、数学建模及数学运算等核心素养的
渗透与应用．
命题点 3 利用导数求三角函数的极值点
利用导数求三角函数的极值点问题，常结合函

数零点存在定理和三角函数的图象与性质进行，要

紧扣极值点的概念求解: 函数在 x = x0处满足f '( x0 )
= 0，若导函数的值在该点附近符合“左正右负”，则
x0 是极大值点; 若符合“左负右正”，则 x0 是极小
值点．
例 3 ( 2019年高考全国卷Ⅰ理 20) 已知函数

f( x) = sinx － ln ( 1 + x) ，f '( x) 为 f( x) 的导数．证明:

( 1) f '( x) 在区间 － 1，π
2( ) 内存在唯一极大
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值点;

( 2) f( x) 有且仅有 2个零点．
解析 ( 1) 因为 f( x) = sinx － ln( 1 + x) ，所以

f '( x) = cosx － 1
x + 1

．

令 g( x) = cosx － 1
x + 1
，x∈ － 1，π

2( ) ，
所以 g'( x) = － sinx + 1

( x + 1) 2
，x∈ － 1，π

2( ) ．

g'( x) 在 － 1，π
2( ) 上单调递减，且 g'( 0) =

－ sin0 + 1 = 1 ＞ 0，g' π
2( ) = － sin π

2
+ 4
( π + 2) 2

=

4
( π + 2) 2

－ 1 ＜ 0，所以x0∈ 0，π
2( ) ，使得 g'( x0 )

= 0，所以 g″( x) = － cosx － 2
( x + 1) 2

＜ 0 在

－ 1，π
2( ) 恒成立，所以当 x∈ ( － 1，x0) 时，g'( x) ＞ 0;

x∈ x0，
π
2( ) 时，g'( x) ＜ 0，即 g( x) 在( － 1，x0 ) 上单

调递增; 在 x0，
π
2( ) 上单调递减，则 x = x0 为 g( x) 唯

一的极大值点．

故f '( x) 在区间 － 1，π
2( ) 存在唯一极大值点．

( 2) 解析见例 4．
点评 求得导函数后，可判断出导函数在

－ 1，π
2( ) 上单调递减，根据零点存在定理可判断出

x0 ∈ 0，π
2( ) ，使得 g'( x0 ) = 0，进而得到导函数在

－ 1，π
2( ) 上的单调性，从而证得结论．
命题点 4 借助导数讨论三角函数的零点个数
利用导数考查函数零点问题，经常与零点存在

定理一起使用，证明在某个区间内存在零点．
例 4 见例 3( 2) ．
解析 由题意知: f( x) 的定义域为( － 1，+ ∞ ) ．
①当 x∈ － 1，0( ] 时，由例 3解析可知f '( x) 在

( － 1，0］上单调递增，所以f '( x) ≤ f '( 0) = 0，所以
f( x) 在( － 1，0］上单调递减．
又 f( 0) = 0，所以 x = 0为 f( x) 在 － 1，0( ] 上的

唯一零点．

②当 x∈ 0，π
2( ] 时，f '( x) 在( 0，x0 ) 上单调递

增，在 x0，
π
2( ) 上单调递减，又f '( 0) = 0，所以f '( x0 )

＞ 0，所以 f( x) 在( 0，x0 ) 上单调递增，此时 f( x) ＞
f( 0) = 0，不存在零点．

又f '
π
2( ) = cos π

2
－ 2
π + 2

= － 2
π + 2

＜ 0，所以

x1 ∈ x0，
π
2( ) ，使得 f '( x1 ) = 0，所以 f( x) 在

x0，x1( ) 上单调递增，在 x1，
π
2( ) 上单调递减．

又 f( x0 ) ＞ f( 0) = 0，f π
2( ) = sin π

2
－

ln 1 + π
2( ) = ln

2e
π + 2

＞ ln1 = 0，所以 f( x) ＞ 0 在

x0，
π
2( ] 上恒成立，此时不存在零点．
③当 x∈

π
2
，π( ] 时，sinx单调递减，－ ln( x + 1)

单调递减，所以 f( x) 在
π
2
，π( ] 上单调递减．

又 f π
2( ) ＞ 0，f( π) = sinπ － ln( π + 1) =

－ ln( π + 1) ＜ 0，所以 f( π) ·f π
2( ) ＜ 0．

又 f( x) 在
π
2
，π( ] 上单调递减，所以 f( x) 在

π
2
，π( ] 上存在唯一零点．
④当 x∈ ( π，+ ∞ ) 时，sinx∈［－ 1，1］，

ln( x + 1) ＞ ln( π + 1) ＞ lne = 1，
所以 sinx － ln( x + 1) ＜ 0，即 f( x) 在( π，+ ∞ ) 上
不存在零点．
综上所述，f( x) 有且仅有 2个零点．
点评 本题考查了利用导数解决函数零点个

数的问题．解决零点问题的关键一方面是利用零点
存在定理或最值点来说明存在零点，另一方面是利

用函数的单调性说明在区间内零点的唯一性，二者

缺一不可．
例 5 ( 2020届安徽省合肥市二模理 21) 已知

函数 f( x) = exsinx( e是自然对数的底数) ．
( 1) 求 f( x) 的单调递减区间;
( 2) 记 g( x) = f( x) － ax，若 0 ＜ a ＜ 3，试讨论

g( x) 在( 0，π) 上的零点个数．

( 参考数据: e
π
2 ≈ 4．8) ．

解析 ( 1) 函数 f( x) = exsinx的定义域为 Ｒ．
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由 f( x) = exsinx，得 f '( x) = ex sinx + cosx( ) =

槡2 e
xsin x + π

4( ) ．

由f '( x) ＜ 0，得 sin x + π
4( ) ＜ 0，解得 2kπ +

3π
4

＜ x ＜
7π
4

+ 2kπ( k∈ Z) ．

所 以 f( x) 的 单 调 递 减 区 间 为
3π
4

+ 2kπ，
7π
4

+ 2kπ( ) ( k∈ Z) ．

( 2) 由已知 g( x) = exsinx － ax，所以 g'( x) =
ex sinx + cosx( ) － a．
令 h( x) = g'( x) ，则 h'( x) = 2excosx．

因为 x∈ ( 0，π) ，所以当 x ∈ 0，π
2( ) 时，h'( x)

＞ 0; 当 x ∈
π
2
，π( ) 时，h'( x) ＜ 0，所以 h( x) 在

0，π
2( ) 上单调递增，在 π

2
，π( ) 上单调递减，即

g'( x) 在 0，π
2( ) 上单调递增，在 π

2
，π( ) 上单调递减．

因为 g'( 0) = 1 － a，g' π
2( ) = e

π
2 － a ＞ 0，g'( π)

= － eπ － a ＜ 0．
①当 1 － a≥ 0，即 0 ＜ a≤ 1时，g'( 0) ≥ 0，所

以 g'( x) 在( 0，π) 上的图象大致如图1，所以x0∈
π
2
，π( ) ，使得 g'( x0 ) = 0，所以当 x ∈ ( 0，x0 ) 时，

g'( x) ＞ 0; 当 x∈ x0，π( ) 时，g'( x) ＜ 0，所以 g( x)
在( 0，x0 ) 上单调递增，在 x0，π( ) 上单调递减．
因为 g( 0) = 0，所以 g( x0 ) ＞ 0．
又因为 g( π) = － aπ ＜ 0，所以由零点存在性定

理可得，此时 g( x) 在( 0，π) 上仅有一个零点．

图 1 图 2

②当 1 ＜ a ＜ 3时，g'( 0) = 1 － a ＜ 0，又因为

g'( x) 在 0，π
2( ) 上单调递增，在 π

2
，π( ) 上单调递

减，而 g' π
2( ) = e

π
2 － a ＞ 0，从而 g'( x) 在( 0，π) 上

的图象大致如图 2．

所以x1∈ 0，π
2( ) ，x2∈ π

2
，π( ) ，使得 g'( x1 )

= 0，g'( x2 ) = 0，且当 x ∈ ( 0，x1 ) 、x ∈ ( x2，π) 时，
g'( x) ＜ 0; 当 x∈ ( x1，x2 ) 时，g'( x) ＞ 0．
所以 g( x) 在( 0，x1 ) 和( x2，π) 上单调递减，在

( x1，x2 ) 上单调递增．
因为 g( 0) = 0，所以 g( x1 ) ＜ 0．

因为 g π
2( ) = e

π
2 － π

2
a ＞ e

π
2 － 3π

2
＞ 0，所以

g( x2 ) ＞ 0．
又因为 g( π) = － aπ ＜ 0，由零点存在性定理可

得，g( x) 在( x1，x2 ) 和( x2，π) 内各有一个零点，即
此时 g( x) 在( 0，π) 上有两个零点．
综上所述，当 0 ＜ a≤ 1时，g( x) 在( 0，π) 上仅

有一个零点，当 1 ＜ a ＜ 3时，g( x) 在( 0，π) 上有两
个零点．
点评 本题( 2) 通过构造函数求导，在分类讨

论的基础上，作出函数图象，通过观察分析图象，利

用零点存在定理确定出函数零点个数，考查了数学

抽象、逻辑推理、数学建模、直观想象和数学运算等
数学核心素养．
命题点 5 利用导数研究三角不等式问题
例 6 ( 2021年八省联考 22( 压轴题) ) 已知函

数 f( x) = ex － sinx － cosx，g( x) = ex + sinx + cosx．

( 1) 证明: 当 x ＞ － 5π
4 时
，f( x) ≥ 0;

( 2) 若 g( x) ≥ 2 + ax，求 a．
解析 ( 1) f '( x) = ex － cosx + sinx．

①当 x∈ － 5π
4
，－ π

2( ) 时，－ sinx － cosx≥ 0，

所以 f( x) ≥ 0．

②当 x∈ － π
2
，0( ) 时，－ cosx + sinx ＜ － 1，所

以f '( x) ＜ 0，f( x) 单调递减，而 f( 0) = 0，所以 f( x)
≥ 0．

③当 x = 0时，f( x) = 0．
④当 x∈ ( 0，+ ∞ ) 时，1 + x ＞ cosx + sinx．
设 h( x) = ex － x － 1，则当 x ∈ ( 0，+ ∞ ) 时，

h'( x) = ex － 1 ＞ 0，所以 h( x) 单调递增，h( 0) = 0，所
以 f( x) ＞ h( x) ＞ 0．
( 2) 由 g( x) = ex + sinx + cosx，得 g'( x) = ex +

cosx － sinx．
设 k( x) = ( g( x) － 2 － ax) ' = g'( x) － a = ex +

cosx － sinx － a，所以 k'( x) = ex － sinx － cosx = f( x) ．
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由( 1) 知，当 x∈ － 5π
4
，+ ∞( ) 时，k'( x) ≥0，所

以 k( x) 在 － 5π
4
，+ ∞( ) 上单调递增，k( 0) = 2 － a．

①若 a ＞ 2，k( 0) ＜ 0，k( lna + 1) ＞ 0，故存在
唯一 x0 ∈ ( 0，lna + 1) ，使得 k( x0 ) = 0．

x∈ ( 0，x0) 时，k( x) ＜ 0，g( x) － 2 － ax单调递减，
而 g( 0) － 2 － a × 0 = 0，所以 g( x0) － 2 － ax0 ＜ 0．

②若 0 ＜ a ＜ 2，k( 0) ＞ 0，k( － π) ＜ 0，故存
在唯一 x1 ∈ ( － π，0) ，使得 k( x1 ) = 0．
当 x∈ ( x1，0) 时，k( x) ＞ 0，g( x) － 2 － ax单调递

增，而 g( 0) － 2 － a × 0 = 0，所以 g( x1) － 2 － ax1 ＜ 0．

③若 a≤ 0，g － π
2( ) － 2 － a － π

2( ) ＜ 0．

④若 a = 2，当 x∈ － ∞，－
5π
4( ] 时，g( x) － 2

－ 2x ＞ 0．

当 x∈ － 5π
4
，+ ∞( ) 时，k( x) 单调递增，k( 0) = 0．

当 x∈ － 5π
4
，0( ) 时，k( x) ＜ 0，g( x) － 2 － 2x单调

递减，又 g( 0) － 2 － 2x = 0，所以 g( x) － 2 － 2x ＞ 0;
当 x∈ 0，+ ∞[ ) 时，k( x) ＞ 0，g( x) － 2 － 2x单

调递增，g( 0) － 2 － 2x = 0，所以 g( x) － 2 － 2x≥ 0．
综上，a = 2．
点评 本题是三角不等式问题与导数应用的

交会问题，在分类讨论的基础上，通过构造函数，利

用导数研究函数的单调性，从而证明三角不等式或

由不等式求参数的值，充分考查了数学抽象、数学运
算、逻辑推理及数学建模等数学核心素养．
命题点 6 导数与三角函数的综合应用问题
例 7 ( 2020年全国Ⅱ卷理 21( 压轴题) ) 已知

函数 f( x) = sin2xsin2x．
( 1) 讨论 f( x) 在区间( 0，π) 的单调性;

( 2) 证明: f( x) ≤ 槡3 3
8
;

( 3) 设 n∈ N* ，证明: sin2xsin22xsin24x…

sin22nx≤
3n

4n ．

解析 ( 1) 由函数的解析式可得:
f( x) = 2sin3xcosx，则 f '( x) = 2( 3sin2xcos2x －

sin4x) = 2sin2x( 3cos2x － sin2x) = 2sin2x( 4cos2x － 1)
= 2sin2x( 2cosx + 1) ( 2cosx － 1) ，f '( x) = 0在 x∈ ( 0，

π) 上的根为 x1 = π
3
，x2 = 2π

3
．

当 x∈ 0，π
3( ) 时，f '( x) ＞ 0，f( x) 单调递增，

当 x∈
π
3
，
2π
3( ) 时，f '( x) ＜ 0，f( x) 单调递减，

当 x∈
2π
3
，π( ) 时，f '( x) ＞ 0，f( x) 单调递增．

( 2) 注意到 f( x + π) = sin2( x + π) sin［2( x +
π) ］= sin2xsin2x = f( x) ，故函数 f( x) 是周期为 π的
函数．
结合( 1) 的结论，计算可得 f( 0) = f( π) = 0，

f π
3( ) = 槡3

2( )
2

× 槡3
2

= 槡3 3
8
，f

2π
3( ) = 槡3

2( )
2

×

－ 槡3
2( ) = － 槡3 3

8
，从而可得［f( x) ］max = 槡3 3

8
，

［f( x) ］min = － 槡3 3
8
，即 f( x) ≤ 槡3 3

8
．

( 3) 结合( 2) 的结论有:
sin2xsin22xsin24x…sin22nx

=［sin3xsin32xsin34x…sin32nx］
2
3

=［sinx( sin2xsin2x) ( sin22xsin4x) …( sin22n－1x

sin2nx) sin22nx］
2
3

≤ sinx × 槡3 3
8

× 槡3 3
8

× … × 槡3 3
8

× sin22nx[ ]
2
3

≤ 槡3 3
8( )

n

[ ]
2
3

= 3
4( )

n

．

点评 本题是三角函数与导数结合的综合问

题，很好地考查了变换、放缩等解题技巧及数学抽
象、逻辑推理、数学运算等核心素养．
三角函数与导数作为中学数学的两个核心知识

点，二者的结合是高考命题的必然趋势．因此，在复
习备考尤其是临考复习阶段，要重视研究三角函数

与导数结合问题的题型特点，有意识强化针对性训

练，从而顺应高考命题的变化．
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