
江苏省仪征中学 2021-2022 学年第一学期高二 10 月学情检测         

数  学 

一、选择题（本大题共 8小题，每小题 5分，共 40分），在每小题所给出的四个选项中，只有

一项是符合题目要求的． 

1.过点𝑀(−2, 𝑎)，𝑁(𝑎, 4)的直线的斜率为−
1

2
，则|𝑀𝑁| = (   ) 

A. 10 B. 180 C. 6√3 D. 6√5 

【答案】D 

2.若直线 l的斜率𝑘 ∈ [−1,√3]，则直线倾斜角𝛼的范围是(    ) 

A. [−
𝜋

4
,
𝜋

3
] B. [0,

𝜋

3
] ∪ [

3𝜋

4
, 𝜋) 

C. [
𝜋

3
,
3𝜋

4
] D. [

𝜋

3
,
𝜋

2
) ∪ (

𝜋

2
,
3𝜋

4
] 

【答案】B 

3.设向量𝑎⃗⃗ = (𝑥, 1), 𝑏⃗ = (1,−√3)，且 ，则向量𝑎⃗⃗ − √3 𝑏⃗ 与𝑏⃗ 的夹角为(    ) 

A. 
𝜋

6
 B. 

𝜋

3
 C. 

2𝜋

3
 D. 

5𝜋

6
 

解：根据题意，设向量𝑎⃗⃗ − √3 𝑏⃗ 与𝑏⃗ 的夹角为𝜃，向量𝑎⃗⃗ = (𝑥, 1)，𝑏⃗ = (1,−√3)，若𝑎⃗⃗ ⊥ 𝑏⃗ ，则有

𝑎⃗⃗ ⋅ 𝑏⃗ = 𝑥 − √3 = 0，解得𝑥 = √3，即𝑎⃗⃗ = (√3, 1)，𝑏⃗ = (1,−√3)，则𝑎⃗⃗ − √3 𝑏⃗ = (0,4)，则有

| 𝑎⃗⃗ − √3 𝑏⃗ | = 4，| 𝑏⃗ | = 2，(𝑎⃗⃗ − √3 𝑏⃗ ) ⋅ 𝑏⃗ = 𝑎⃗⃗ ⋅ 𝑏⃗ − √3 𝑏⃗ 
2
= −4√3，则𝑐𝑜𝑠𝜃 =

(𝑎⃗⃗ ;√3𝑏⃗⃗ )⋅𝑏⃗⃗ 

|𝑎⃗⃗ ;√3𝑏⃗⃗ ||𝑏⃗⃗ |
= −

√3

2
，

又由0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋，则𝜃 =
5𝜋

6
；故选 D． 

4.关于 x的不等式−𝑥2 + 4𝑎𝑥 − 3𝑎2 ≥ 0(𝑎 > 0)的解集为[𝑥1, 𝑥2]，则𝑥1 + 𝑥2 +
3𝑎

𝑥1𝑥2
的最小值是

(    ) 

A. 4 B. 2 √6 C. 2 D. 2 √6

3
 

【答案】A 

【解答】解：∵关于 x 的不等式−𝑥2 + 4𝑎𝑥 − 3𝑎2 ≥ 0(𝑎 > 0)的解集为[𝑥1, 𝑥2]， 

∴ 𝛥 = 16𝑎2 − 12𝑎2 = 4𝑎2 > 0．∴ 𝑥1 + 𝑥2 = 4𝑎，𝑥1𝑥2 = 3𝑎2， 

∴ 𝑥1 + 𝑥2 +
3𝑎

𝑥1𝑥2
= 4𝑎 +

1

𝑎
⩾ 2√4𝑎 ⋅

1

𝑎
= 4，当且仅当𝑎 =

1

2
时取等号， 

∴ 𝑥1 + 𝑥2 +
3𝑎

𝑥1𝑥2
的最小值是 4．故选 A． 

 

5．函数 的最小正周期为（      ） 

A. 4𝜋 B. 2𝜋 C. 𝜋 D. 
𝜋

2
 

【答案】C 



【解答】𝑓(𝑥) = cos𝑥sin(𝑥 +
𝜋

4
) = 𝑐𝑜𝑠𝑥(𝑠𝑖𝑛𝑥𝑐𝑜𝑠

𝜋

4
+ 𝑐𝑜𝑠𝑥𝑠𝑖𝑛

𝜋

4
) =

√2

2
𝑠𝑖𝑛𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 +

√2

2
cos2𝑥 

=
√2

4
𝑠𝑖𝑛2𝑥 +

√2

4
(1 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥) =

1

2
sin(2𝑥 +

𝜋

4
) +

√2

4
 

∴ 𝑓(𝑥)的周期为𝑇 =
2𝜋

2
= 𝜋．故选 C． 

 6.从点𝑃(𝑚, 3)向圆 C：(𝑥 + 2)2 + (𝑦 + 2)2 = 1引切线，则切线长的最小值为(    ) 

A. 2√6 B. √26 C. 4 + √2 D. 5 

【答案】A 

7.以圆𝐶1：𝑥2 + 𝑦2 + 4𝑥 + 1 = 0与圆𝐶2：𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑥 + 2𝑦 + 1 = 0相交的公共弦为直径的圆的

方程为(     ) 

A. (𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 1)2 = 1 B. (𝑥 + 1)2 + (𝑦 + 1)2 = 1 

C. (𝑥 +
3

5
)
2
+ (𝑦 +

6

5
)
2
=

4

5
 D. (𝑥 −

3

5
)
2
+ (𝑦 −

6

5
)
2
=

4

5
 

【答案】B 

8.某城市在进行创建文明城市的活动中，为了解居民对“创建文明城”的满意程度，组织居民给

活动打分(分数为整数，满分 100 分)，从中随机抽取一个容量为 240 的样本，发现所给数据均在

[40,100]内．现将这些分数分成以下 6 组并画出样本的频率分布直方图，但不小心污损了部分图

形，如下图所示，则下列说法中错误的是(    ) 

 

A. 第三组的频数为 36 人 

B. 根据频率分布直方图估计众数为 75 分 

C. 根据频率分布直方图估计样本的平均数为73.5分 

D. 根据频率分布直方图估计样本的中位数为 70 分 

【答案】D 

【解析】 

解：对于 A，因为各组的频率之和等于 1， 

所以分数在[60,70)内的频率为：1 − 10 × (0.005 + 0.015 + 0.030 + 0.025 + 0.010) = 0.15， 

所以第三组[60,70)的频数为240 × 0.15 = 36(人)，故正确； 

对于 B，因为众数的估计值是频率分布直方图中最高矩形的中点，从图中可看出众数的估计值为

75 分，故正确； 

对于 C，根据频率分布直方图，样本的平均数的估计值为： 
45 × (10 × 0.005) + 55 × (10 × 0.015) + 65 × (10 × 0.015) + 75 × (10 × 0.03) + 85 × (10 ×
0.025) + 95 × (10 × 0.01) = 73.5(分)，故正确； 

对于 D，因为(0.005 + 0.015 + 0.015) × 10 = 0.35 < 0.5，(0.005 + 0.015 + 0.015 + 0.03) × 10 >

0.5， 

所以中位数位于[70,80)上，所以中位数的估计值为：70 +
0.5;0.35

0.030
= 75，故错误； 



故选 D． 

二、多选题（本大题共 4小题，每小题 5分，共 20分），在每小题所给出的四个选项中，每题

有两项或两项以上的正确答案，选对得 5分，漏选得 2分，不选或错选得 0分． 

9. 已知直线𝑙1：𝑎𝑥 − 𝑦 − 𝑏 = 0，𝑙2：𝑏𝑥 − 𝑦 + 𝑎 = 0，当 a，b满足一定的条件时，它们的图形

可以是(         ) 

A.  B.  

C.  D.  

【答案】AC 

【解答】 

解：直线𝑙1：𝑎𝑥 − 𝑦 − 𝑏 = 0可化为𝑦 = 𝑎𝑥 − 𝑏，斜率为 a，在 y 轴上的截距为−𝑏． 

直线𝑙2：𝑏𝑥 − 𝑦 + 𝑎 = 0可化为𝑦 = 𝑏𝑥 + 𝑎，斜率为 b，在 y 轴上的截距为 a． 

当𝑎 = 𝑏 ≠ 0时，直线𝑙1与𝑙2平行，故 A 正确； 

选项 B 中，由直线在 y 轴上的截距可得−𝑏 > 0，𝑎 > 0， 

而由直线𝑙1的斜率为 a，可得𝑎 < 0，故 B 不正确； 

选项 C 中，由直线𝑙2的斜率为𝑏 < 0，而直线𝑙1在 y 轴上的截距−𝑏 > 0， 

直线𝑙2在 y轴上的截距为𝑎 > 0，直线𝑙1的斜率为𝑎 > 0，故 C 正确； 

选项 D 中，两直线斜率𝑎 > 0，𝑏 < 0， 

再由直线𝑙1在 y轴上的截距−𝑏 < 0，则𝑏 > 0，矛盾，故 D 不正确． 

故选：AC． 

10.下列结论错误的是(    ) 

A. 过点𝐴(1,3)，𝐵(−3,1)的直线的倾斜角为30° 

B. 若直线2𝑥 − 3𝑦 + 6 = 0与直线𝑎𝑥 + 𝑦 + 2 = 0垂直，则𝑎 = −
3

2
 

C. 直线𝑥 + 2𝑦 − 4 = 0与直线2𝑥 + 4𝑦 + 1 = 0之间的距离是√5

2
 

D. 已知𝐴(2,3)，𝐵(−1,1)，点 P 在 x轴上，则|𝑃𝐴| + |𝑃𝐵|的最小值是 5 

【答案】ABC 



11.下列命题正确的有(  ) 

A. 若方程 表示圆，则 m 的取值范围是  

B. 若圆 C 的半径为 1，圆心在第一象限，且与直线 和 x轴都相切，则该圆的标准方程

是  

C. 已知点 在圆 C： 上，
𝑦

𝑥
的最大值为 1 

D. 已知圆 和 ，圆𝐶1和圆𝐶2的公共弦长为

2√7 

【答案】BD 

12. 给出下列四个结论，其中正确的结论是(    ) 

A. 函数𝑦 = (
1

2
)
;𝑥2:1

的最大值为
1

2
； 

B. 若函数𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 𝑎𝑥 + 1是定义在区间[𝑎 − 2, 𝑏]上的偶函数，则𝑏 = 2； 

C. 已知函数𝑦 = log𝑎(2 − 𝑎𝑥)在(0,1)上单调递减，则 a 的取值范围是(1,2)； 

D. 定义在 R 上的奇函数𝑓(𝑥)在(−∞, 0)内有 1010 个零点，则函数𝑓(𝑥)的零点个数为 2021 

解：对于 A，当𝑥 = 1时，𝑦 = 1，函数的最大值不是
1

2
，题中的命题错误，对于 B，由函数

𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 𝑎𝑥 + 1是定义在区间[𝑎 − 2, 𝑏]上的偶函数，知𝑎 = 0且𝑏 + (𝑎 − 2) = 0，∴ 𝑏 = 2.故 B

正确；对于 C，由𝑎 > 0可得函数𝑦 = 2 − 𝑎𝑥单调递减，若要使函数𝑦 = log𝑎(2 − 𝑎𝑥)在(0,1)上是

减函数，则{
𝑎 > 1

2 − 𝑎 ⩾ 0
，解得𝑎 ∈ (1,2]，故C错误；对于D，由奇函数的性质可得函数𝑓(𝑥)在(0, +∞)

内有 1010 个零点，且𝑓(0) = 0，所以函数𝑓(𝑥)的零点个数为 2021，故 D 正确；故选：BD． 

三、填空题（本大题共 4小题，每小题 5分，共 20 分） 

13.已知复数𝑧 =
𝑖(1;3𝑖)

1:𝑖
，则复数𝑧的虚部为__________． 

【答案】1 

【解析】解：∵复数𝑧 =
𝑖(1;3𝑖)

1:𝑖
=

𝑖(1;3𝑖)(1;𝑖)

1;𝑖2
=

;2𝑖:4

1:1
= 2 − 𝑖， ∴ 𝑧 = 2 + 𝑖，其虚部是1.  

14.两圆𝑥2 + 𝑦2 = 1， 相切，则实数           ． 

【答案】±2√5或 0 

15. 已知函数𝑓(𝑥) = {
𝑒𝑥, 𝑥 ≤ 0,
ln𝑥, 𝑥 > 0,

  𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑥 + 𝑎.若𝑔(𝑥)存在 2 个零点，则 a 的取值范围是

________________． 

解：由题意，令ℎ(𝑥) = −𝑥 − 𝑎，则𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) − ℎ(𝑥)，在同一坐标系中画

出𝑦 = 𝑓(𝑥)，𝑦 = ℎ(𝑥)图象，如图所示． 

若𝑔(𝑥)存在 2 个零点，则𝑦 = 𝑓(𝑥)的图象与𝑦 = ℎ(𝑥)的图象有 2 个交点， 

平移𝑦 = ℎ(𝑥)的图象可知，当ℎ(𝑥) = −𝑥 − 𝑎过点(0,1)时，有 2 个交点，此

时有1 = −0 − 𝑎，所以𝑎 = −1；当ℎ(𝑥) = −𝑥 − 𝑎在𝑦 = −𝑥 + 1的上方，即

𝑎 < −1时，此时：𝑦 = 𝑓(𝑥)的图象与𝑦 = ℎ(𝑥)的图象仅有 1 个交点，不符合题意；当ℎ(𝑥) = −𝑥 − 𝑎

在𝑦 = −𝑥 + 1的下方，即𝑎 > −1时，此时：𝑦 = 𝑓(𝑥)的图象与𝑦 = ℎ(𝑥)的图象有 2 个交点，符合



题意；综上，a 的取值范围为[−1,+∞)．故答案为[−1,+∞)． 

16.已知实数𝑥1、𝑥2、𝑦1、𝑦2满足：𝑥1
2 + 𝑦1

2 = 1，𝑥2
2 + 𝑦2

2 = 1，𝑥1𝑥2 + 𝑦1𝑦2 =
1

2
，则

|𝑥1:𝑦1;1|

√2
+

|𝑥2:𝑦2;1|

√2

的最大值为          ． 

【答案】√2 + √3 

四、解答题（本大题共 6 小题，共 70 分．请在答题卡指定区域内作答，解答时应写出文字说明、

证明过程或演算步骤）  

17.（本小题满分 10分）在平面四边形 ABCD 中，∠𝐴𝐷𝐶 = 90°，∠𝐴 = 45°，𝐴𝐵 = 2，𝐵𝐷 = 5． 

(1)求cos∠𝐴𝐷𝐵； 

(2)若𝐷𝐶 = 2√2，求 BC． 

 

 

 

 

 

 

【答案】解：(1) ∵ ∠𝐴𝐷𝐶 = 90°，∠𝐴 = 45°，𝐴𝐵 = 2，𝐵𝐷 = 5． 

∴由正弦定理得：
𝐴𝐵

sin∠𝐴𝐷𝐵
=

𝐵𝐷

sin∠𝐴
，即

2

sin∠𝐴𝐷𝐵
=

5

𝑠𝑖𝑛45∘， 

∴ sin∠𝐴𝐷𝐵 =
2𝑠𝑖𝑛45°

5
=

√2

5
， 

∵ 𝐴𝐵 < 𝐵𝐷，∴ ∠𝐴𝐷𝐵 < ∠𝐴， 

∴ cos∠𝐴𝐷𝐵 = √1 − (
√2

5
)2 =

√23

5
． 

(2) ∵ ∠𝐴𝐷𝐶 = 90°，∴ cos∠𝐵𝐷𝐶 = sin∠𝐴𝐷𝐵 =
√2

5
， 

∵ 𝐷𝐶 = 2√2，∴ 𝐵𝐶 = √𝐵𝐷2 + 𝐷𝐶2 − 2 × 𝐵𝐷 × 𝐷𝐶 × cos∠𝐵𝐷𝐶 = √25 + 8 − 2 × 5 × 2√2 ×
√2

5
=

5． 
 

18.（本小题满分12分）如图，四棱锥 的底面ABCD是边长为1的菱形， ，

E 是 CD 的中点， 底面 ABCD，   

求证：平面 平面 PAB； 

求二面角 的大小 

 

【答案】证明： 如图所示，连接 BD，由 ABCD 是菱形且

知， 是等边三角形．因为 E 是 CD 的中点，

所以 ，又 ，所以 ，又因为 平

面 ABCD， 平面 ABCD，所以 ，而 ，

因此 平面 PAB．又 平面 PBE，所以平面 平



面 PAB．解： 由 知， 平面 PAB， 平面 PAB，所以 ．又 ，

所以 是二面角 的平面角．在 中，

故二面角 的大小为  

19.（本小题满分 12分）在△ 𝐴𝐵𝐶中，𝐴(−1,2)，边 AC 上的高 BE 所在的直线方程为7𝑥 + 4𝑦 − 46 =

0，边 AB 上中线 CM所在的直线方程为2𝑥 − 11𝑦 + 54 = 0． 

(1)求点 C 坐标； 
(2)求直线 BC 的方程． 

 

【答案】解：(1)边 AC 上的高 BE 所在的直线方程为7𝑥 + 4𝑦 − 46 = 0， 

故边 AC 所在的直线的斜率为
4

7
， 

所以边 AC 所在的直线的方程为𝑦 − 2 =
4

7
(𝑥 + 1)， 

即4𝑥 − 7𝑦 + 18 = 0， 

因为 CM所在的直线方程为2𝑥 − 11𝑦 + 54 = 0，  

由{
2𝑥 − 11𝑦 + 54 = 0,
4𝑥 − 7𝑦 + 18 = 0,

 解得{
𝑥 = 6
𝑦 = 6

, 

所以𝐶(6,6).  

(2)设𝐵(𝑥0, 𝑦0)，M 为 AB 中点，则 M的坐标为(
𝑥0;1

2
,
𝑦0:2

2
)， 

由{
2 ×

𝑥0;1

2
− 11 ×

𝑦0:2

2
+ 54 = 0

7𝑥0 + 4𝑦0 − 46 = 0
 ，解得{

𝑥0 = 2
𝑦0 = 8

, 

所以𝐵(2,8)， 



又因为𝐶(6,6)， 

所以直线 BC 的方程为𝑦 − 6 =
8;6

2;6
(𝑥 − 6)， 

即𝑥 + 2𝑦 − 18 = 0.  

 

20. （本小题满分 12 分）在平面直角坐标系 xOy 中，已知圆𝐶: 𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑥 − 4𝑦 + 𝐹 = 0，且

圆 C 被直线𝑥 − 𝑦 + 3 + √2 = 0截得的弦长为 2． 
(1)求圆 C 的标准方程； 
(2)若圆 C 的切线 l 在 x 轴和 y轴上的截距相等，求切线 l 的方程； 
(3)若圆𝐷: (𝑥 − 𝑎)2 + (𝑦 − 1)2 = 2上存在点 P，由点 P 向圆 C 引一条切线，切点为 M，且满足

𝑃𝑀 = √2𝑃𝑂，求实数 a 的取值范围． 
【答案】解：(1)由题意得圆 C：𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑥 − 4𝑦 + 𝐹 = 0， 

即(𝑥 + 1)2 + (𝑦 − 2)2 = 5 − 𝐹， 

∴ 𝐹 < 5， 

∴圆心坐标为(−1,2)，半径𝑟2 = 5 − 𝐹， 

又∵圆心到直线𝑥 − 𝑦 + 3 + √2 = 0的距离𝑑 =
|;1;2:3:√2|

√12:(;1)2
= 1， 

又弦长为 2， 

∴ 𝑑2 + 12 = 𝑟2， 

∴ 𝐹 = 3， 

∴圆 C 的标准方程为：(𝑥 + 1)2 + (𝑦 − 2)2 = 2． 

(2)因为直线 l在 x轴和 y轴上的截距相等， 

①若直线 l 过原点，则假设直线 l的方程为𝑦 = 𝑘𝑥,即𝑘𝑥 − 𝑦 = 0， 

因为直线 l与圆 C 相切， 

所以𝑑 =
|;𝑘;2|

√𝑘2:1
= 𝑟 = √2， 

即𝑘2 − 4𝑘 − 2 = 0，解得𝑘 = 2 ± √6， 

故直线 l 的方程为𝑦 = (2 + √6)𝑥或𝑦 = (2 − √6)𝑥; 

②若直线 l 不过原点，切线 l在 x轴和 y 轴上的截距相等， 

则假设直线 l 的方程为
𝑥

𝑎
+

𝑦

𝑎
= 1,即𝑥 + 𝑦 − 𝑎 = 0, 

因为直线 l与圆 C 相切，∴ 𝑑 =
|;1:2;𝑎|

√12:12
= 𝑟 = √2， 

∴ |1 − 𝑎| = 2，解得𝑎 = 3 或𝑎 = −1， 

∴直线 l的方程为𝑥 + 𝑦 − 3 = 0 或𝑥 + 𝑦 + 1 = 0; 

综上所述直线 l的方程为𝑦 = (2 + √6)𝑥或𝑦 = (2 − √6)𝑥或𝑥 + 𝑦 − 3 = 0 或𝑥 + 𝑦 + 1 = 0； 

(3)假设 P 点坐标为(𝑥, 𝑦)，∵点 P 满足𝑃𝑀 = √2𝑃𝑂， 

∴ 𝑃𝑀2 = 2𝑃𝑂2， 

∵直线 PM与圆 C 相切，且 M 为切点， 

∴ 𝑃𝑀2 = 𝑃𝐶2 − 𝑟2， 

∴ 2𝑃𝑂2 = 𝑃𝐶2 − 2， 

∴ 2(𝑥2 + 𝑦2) = (𝑥 + 1)2 + (𝑦 − 2)2 − 2， 
∴ 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 + 4𝑦 − 3 = 0, 

即(𝑥 − 1)2 + (𝑦 + 2)2 = 8， 

又∵点 P 在圆𝐷: (𝑥 − 𝑎)2 + (𝑦 − 1)2 = 2上， 



∴两圆有公共点且不能内切， 

∴ √2 < √(1 − 𝑎)2 + (−2 − 1)2 ≤ 3√2， 

又√(1 − 𝑎)2 + (−2 − 1)2 = √(1 − 𝑎)2 + 9 > √2恒成立， 

∴ √(1 − 𝑎)2 + 9 ≤ 3√2， 

∴ (𝑎 − 1)2 ≤ 9， 

∴ −2 ≤ 𝑎 ≤ 4， 

∴ 𝑎的取值范围为：[−2,4]． 

 

21. （本小题满分 12 分）公路 AM，AN 围成的是一块顶角为𝛼的角形耕地，其中𝑡𝑎𝑛𝛼 = −2.在

该块土地中 P 处有一小型建筑，经测量，它到公路 AM，AN 的距离分别为 3km、√5𝑘𝑚.现要过点

P 修建一条直线型公路 BC，将三条公路围成的区域 ABC 建成一个工业园，如图． 

 

(1)记∠𝐶𝐵𝑀 = 𝜃，并设𝑡𝑎𝑛𝜃 = 𝑘，试确定 k 的取值范围； 

(2)设三角形区域工业园的占地面积为 S，试将 S 表示成 k的函数𝑆 = 𝑓 (𝑘)； 

(3)为尽量减少耕地占用，如何确定点 B 的位置，使得该工业园区的面积最小？并求最小面

积． 

【答案】解：(1)由题意得90° < 𝛼 < 𝜃 < 180°，所以𝑡𝑎𝑛𝛼 < 𝑡𝑎𝑛𝜃 < 0， 

即−2 < 𝑘 < 0． 

(2)以点 A 为原点，AM所在直线为 x轴，建立如图所示的平面直角坐标系， 

 

则由已知得 AN 所在直线的方程为𝑦 = −2𝑥，即2𝑥 + 𝑦 = 0． 



根据已知设 P 点坐标为(𝑥0, 3)，由点 P 到公路 AN 的距离为√5𝑘𝑚得
|2𝑥0:3|

√5
= √5． 

解得𝑥0 = 1或𝑥0 = −4.当𝑥0 = −4时，点 P 不在指定区域，故舍去，所以𝑃(1,3)． 

所以公路 BC 所在直线的方程为𝑦 − 3 = 𝑘(𝑥 − 1)． 

令𝑦 = 0，得𝑥 = 1 −
3

𝑘
，即𝐵(1 −

3

𝑘
, 0)． 

将𝑦 = −2𝑥代入𝑦 − 3 = 𝑘(𝑥 − 1)得𝑥 =
𝑘;3

𝑘:2
，𝑦 =

;2(𝑘;3)

𝑘:2
， 

即𝐶(
𝑘;3

𝑘:2
,
;2(𝑘;3)

𝑘:2
). 

所以𝑆 = 𝑓 (𝑘) =
1

2
× (1 −

3

𝑘
)(

;2(𝑘;3)

𝑘:2
) = −

(𝑘;3)2

𝑘(𝑘:2)
( 𝑘 ∈ (−2,0))． 

(3)由(2)得(1 + 𝑆)𝑘2 + (2𝑆 − 6)𝑘 + 9 = 0． 

有△= (2𝑆 − 6)2 − 36(1 + 𝑆) ≥ 0.解得𝑆 ≤ 0(舍)或𝑆 ≥ 15． 

当𝑆 = 15时，𝑘 = −
3

4
∈ (−2,0)，满足条件． 

故面积的最小值为 15，此时𝐵(5,0)． 

综上所述，当点 B 距离点 A5km 时，该工业园区的面积最小，最小面积为15 𝑘𝑚2． 

22. （本小题满分 12 分）在平面直角坐标系 xOy 中，点 A 在直线 l：𝑦 = 7𝑥 + 4上，𝐵(7,3)，以

线段 AB 为直径的圆𝐶(𝐶为圆心)与直线 l 相交于另一个点 D，𝐴𝐵 ⊥ 𝐶𝐷． 

(1)求圆 C 的标准方程； 

(2)若点 A 不在第一象限内，圆 C 与 x 轴的正半轴的交点为 P，过点 P 作两条直线分别交圆于 M，

N 两点，且两直线的斜率之积为−5，试判断直线 MN 是否恒过定点，若是，请求出定点的坐标；

若不是，请说明理由． 

【答案】解：(1) ∵ 𝐴𝐵为圆 C 直径且点 D 在圆上， 

∴ 𝐵𝐷 ⊥ 𝐴𝐷，∴ 𝑘𝐵𝐷 = −
1

7
， 



设𝐷(𝑎, 7𝑎 + 4)，得
7𝑎:4;3

𝑎;7
= −

1

7
，得𝑎 = 0． 

∴ 𝐷(0,4)， 

在△ 𝐴𝐵𝐷中，𝐴𝐵 ⊥ 𝐶𝐷，C 为 AB 的中点，∴ |𝐴𝐷| = |𝐵𝐷|， 

设𝐴(𝑏, 7𝑏 + 4)，则√(𝑏 − 0)2 + (7𝑏 + 4 − 4)2 = √(7 − 0)2 + (3 − 4)2， 

解得𝑏 = 1或𝑏 = −1.设圆 C 的半径为 R，则 

①当𝑏 = 1时，𝐴(1,11)，2𝑅 = √2|𝐴𝐷| = 10，圆心为(4,7)， 

此时圆的标准方程为(𝑥 − 4)2 + (𝑦 − 7)2 = 25； 

②当𝑏 = −1时，𝐴(−1,−3)，2𝑅 = √2|𝐴𝐷| = 10，圆心为(3,0)， 

此时圆的标准方程为(𝑥 − 3)2 + 𝑦2 = 25． 

∴圆的标准方程为(𝑥 − 4)2 + (𝑦 − 7)2 = 25或(𝑥 − 3)2 + 𝑦2 = 25； 

(2)由题意知，若点 A 不在第一象限内，则𝐴(−1,−3)，圆的标准方程为(𝑥 − 3)2 + 𝑦2 = 25． 

因为圆 C 与 x 轴的正半轴的交点为 P，则 P 点的坐标为(8,0)， 

由题意得直线 MP，NP 的斜率一定存在， 

设直线 MP 的方程为𝑦 = 𝑘(𝑥 − 8)， 

联立{
𝑦 = 𝑘(𝑥 − 8)

(𝑥 − 3)2 + 𝑦2 = 25
，得(1 + 𝑘2)𝑥2 − (6 + 16𝑘2)𝑥 + 64𝑘2 − 16 = 0． 

∴ 𝑥𝑀 ⋅ 𝑥𝑃 =
64𝑘2;16

1:𝑘2
，得𝑥𝑀 =

8𝑘2;2

1:𝑘2
，则𝑀(

8𝑘2;2

1:𝑘2 ,
;10𝑘

1:𝑘2)， 

∵两直线的斜率之积为−5，∴用−
5

𝑘
代替 k，可得𝑁(

200;2𝑘2

25:𝑘2 ,
50𝑘

25:𝑘2). 

当直线 MN 的斜率存在，即𝑘2 ≠ 5时， 

𝑘𝑀𝑁 =
50𝑘

𝑘2+25
:

10𝑘

𝑘2+1

200−2𝑘2

𝑘2+25
;

8𝑘2−2

𝑘2+1

=
60𝑘3:300𝑘

;10𝑘4:250
=

6𝑘

;𝑘2:5
． 

∴直线 MN 的方程为𝑦 −
;10𝑘

1:𝑘2 =
6𝑘

5;𝑘2 (𝑥 −
8𝑘2;2

1:𝑘2 )， 

整理得：𝑦 =
6𝑘

5;𝑘2 (𝑥 −
19

3
)，可得直线 MN 过定点(

19

3
, 0)； 

当直线 MN 的斜率不存在时，即𝑘2 = 5时，直线 MN 的方程为𝑥 =
19

3
，过定点(

19

3
, 0). 

综上可得，直线 MN 恒过定点(
19

3
, 0). 

 


